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Резюме. Цель – анализ влияния скин-эффекта на активное сопротивление алюминиевых проводов с исполь-
зованием математической модели, основанной на теории электромагнитного поля. В исследованиях применя-
лась программа моделирования ELCUT, использующая метод конечных элементов. В качестве объекта модели-
рования были приняты провода: круглый алюминиевый и цилиндрический сталеалюминиевый сечением по 339 
мм2, а также провод марки АС 300/39. В работе было учтено, что реальная модель линии электропередачи являет-
ся неоднородной, т.е. представляет собой проволочную конструкцию сталеалюминиевого провода. Верификация 
расчетов в используемой компьютерной программе осуществлялась через разбиение алюминиевого провода на 
две составляющие: круг сечением 39 мм2 и внешнее кольцо сечением 300 мм2. При оценке результатов моде-
лирования алюминиевого провода на разных гармониках установлено совпадение полученных коэффициентов 
скин-эффекта с математической моделью (данный коэффициент отражает увеличение активного сопротивления 
провода на высшей гармонике по отношению к сопротивлению постоянному току). Для алюминиевого провода 
сечением 339 мм2 активное сопротивление на 5-й гармонике увеличилось на 24%, на 7-й – на 40%, на 11-й 
– на 71% и на 13-й – на 84%. Это обстоятельство подтвердило необходимость учета скин-эффекта при оценке 
потерь электроэнергии в линиях электропередачи на высших гармониках. Авторами предложено рассматривать 
конструкцию провода марки АС в виде цилиндрического неоднородного провода, состоящего из стального круга 
внутри и полого алюминиевого круга снаружи. На примере провода АС 300/39 при определении коэффициента 
скин-эффекта данным способом погрешность не превышала 5% на исследуемом интервале гармоник. Таким 
образом, предложенный метод исследования, заключающийся в рассмотрении проводов марки АС как круглых 
цилиндрических, показывает возможность уточнения математической модели данных проводов.
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Abstract. The study aims to analyze the skin effect as applied to the active resistance of aluminum wires us-
ing a mathematical model based on the theory of electromagnetic fields. The study uses the Elcut finite element 
simulation software. The simulated object includes round aluminum and cylindrical steel-aluminum wires with a 
cross-section of 339 mm2 each, as well as AS 300/39 wire. The nonuniformity of a real power transmission line with 
steel-aluminum wires is considered. Calculations were verified in the Elcut software by dividing the aluminum wire 
into two components: a circle with a cross-section of 39 mm2 and an outer ring with a cross-section of 300 mm2. 
The results of aluminum wire simulation at different harmonics have established a coincidence of the obtained skin 
effect coefficients with the mathematical model. This coefficient reflects an increase in the active resistance of the 
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время интерес к влиянию высших гармонических составляющих перемен-

ного тока возрастает. Ранее влияние высших гармоник (ВГ) было характерно для сетей низ-
кого напряжения. На сегодняшний день развитие электрических систем идет по пути подклю-
чения множества крупных нелинейных нагрузок на уровнях среднего и высокого напряже-
ния [1]. В электроэнергетических системах России характерно наличие мощных нелинейных 
нагрузок, подключенных на разных ступенях напряжения передачи и распределения элек-
троэнергии, что и порождает возникновение ВГ в высоковольтных электрических сетях [2]. 

Нагрузками такого рода являются системы тягового электроснабжения (СТЭ), получаю-
щие энергию от систем внешнего электроснабжения (СВЭ) напряжением 110–220 кВ [3]. 
При питании СТЭ по линиям электропередачи (ЛЭП) значительной протяженности возникают 
резонансные явления, оказывающие негативное влияние как на тяговую сеть, так и на си-
стему внешнего электроснабжения.

Так, например, в [4] описано влияние предприятий тяжелой промышленности по добыче 
угля на формирование гармоник и интергармоник. Это обусловлено тем, что на горно-пере-
рабатывающих предприятиях России в основном используются тиристорные преобразовате-
ли напряжения и преобразователи частоты мощностью до 750 кВт [5], снижающие затраты 
на переработку руды, но вызывающие появление высших гармоник и импульсных перена-
пряжений [6–9].

Влияние распределенной генерации (РГ) на формирование высших гармоник, выда-
ваемых в локальную сеть, представлено в [10], где отдельно приведена связь резонан-
са на частотах гармоник с интеграцией РГ в сеть, включая результаты моделирования  
[11, 12]. 

Рост числа и мощности нелинейных нагрузок, порождающих гармонические составля-
ющие в энергосистеме, ведет к ухудшению показателей качества электроэнергии (ПКЭЭ) 
[13]. Несоответствие ПКЭЭ требованиям ГОСТ 32144-20133 приводит к сокращению срока 
службы электрооборудования и преждевременному выходу его из строя, что наносит суще-
ственный экономический ущерб для энергосистемы [14, 15]. Наряду с этим отрицательное 
влияние токов высших гармоник на воздушные линии (ВЛ) электропередачи высокого напря-
жения заключается в увеличении потерь электроэнергии или так называемых добавочных 
потерь, что также ухудшает технико-экономические показатели и энергоэффективность элек-
троэнергетических систем4.

По результатам инструментальных обследований [16], приведенных за 2011–2012 гг., по-
тери электроэнергии от несинусоидальности токов в воздушных линиях в среднем составляли 
порядка 2–2,5%, а в отдельных случаях [17] за 2009–2010 гг. они достигали 25% [18–22]. В 
настоящее время доля потерь от высших гармоник продолжает расти, в связи с чем их рас-
чет и оценка являются актуальной задачей.

wire at the highest harmonic in relation to direct current resistance. For an aluminum wire with a cross-section of 
339 mm2, the active resistance at the 5th, 7th,11th, and 13th harmonic has increased by 24, 40, 71, and 84%, 
respectively. This circumstance confirmed the need to consider the skin effect in the assessment of power losses in 
power transmission lines at higher harmonics. We propose to simulate the AS wire as a cylindrical nonuniform wire 
consisting of a steel circle inside an aluminum ring. For AS 300/39 wire, the error of determining the skin effect 
coefficient using this method is below 5% in the studied harmonic range. Thus, the proposed research method con-
sidering AS wires as round cylindrical shows the possibility of refining their mathematical model.
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Для выявления природы возникновения потерь от высших гармоник необходимо уточ-
нить математические модели всех элементов электрических сетей, и, в первую очередь, мо-
дель линий электропередачи с учетом скин-эффекта на высших гармониках. С физической 
точки зрения, скин-эффект заключается в неравномерном распределении плотности элек-
трического тока по поперечному сечению проводника. Иначе говоря, электрический ток в 
проводниках вытесняется от центра ближе к поверхности, причем данный эффект проявляет-
ся сильнее при увеличении частоты протекающего тока. В работах [23–25] авторы подробно 
изучают скин-эффект для сплошных круглых проводников, обычно используемых в системах 
распределения электроэнергии, однако там не рассматриваются сталеалюминиевые про-
вода (неоднородные), а также провода с проволочной структурой, например, марки АС. В 
[26] анализируют влияние скин-эффекта на индуктивное сопротивление проводов ВЛ, но в 
работе нет упоминания об изменении активного сопротивления, которое в данном случае 
больше подвержено влиянию высших гармоник из-за скин-эффекта.

В настоящее время единые и стандартизированные модели, учитывающие влияние 
скин-эффекта на провода ВЛ, недостаточно изучены. Таким образом, разработка матема-
тической модели, адекватно отражающей процесс вытеснения тока к поверхности прово-
дника, является весьма актуальной задачей. Отсюда возникает необходимость улучшения 
модели, позволяющей более достоверно определять коэффициент увеличения активного со-
противления проводов ВЛ kv(f) – отношение активного сопротивления на v-й гармонике Rv(f) 
к омическому сопротивлению R0 (сопротивлению проводника постоянному току).

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭФФЕКТА ВЫТЕСНЕНИЯ ТОКА
Математическое описание скин-эффекта при протекании переменного тока по проводни-

ку круглого сечения удобно представлять в цилиндрической системе координат (ЦСК) r, z и 
θ, совместив ось OZ с осью провода (рис. 1). Конструкцию сплошного круглого проводника 
характеризуют через радиус, который в ЦСК принимает значение r = R, м. В то время как его 
длина – z = L, м. Длину окружности (поверхность проводника) и площадь поперечного сече-
ния описывают через угол θ. При этом полагаем, что обратный провод находится настолько 
далеко, что влиянием переменного магнитного потока, вызванного током в нем, на распре-
деление тока в исследуемом проводе можно пренебречь5.

Рис. 1. Представление сплошного круглого провода в цилиндрической системе координат
Fig. 1. Representation of a solid round wire in a cylindrical coordinate system

Математическое представление явления скин-эффекта основано на теории электромаг-
нитного поля6. Из нее следуют два уравнения, называемые линейными дифференциальны-
ми уравнениями для комплексных амплитуд плотности тока J и напряженности магнитного 
поля H.

5Нейман Л.Р., Калантаров П.Л. Теоретические основы электротехники. Часть 3. Теория электромагнитного поля: учебник. 5-е 
изд., перераб. М.: Госэнергоиздат, 1959. 232 с.
6Демирчян К.С., Нейман Л.Р., Коровкин Н.В., Чечурин В.Л. Теоретические основы электротехники: учебник. Т. 3; 4-е изд. СПб.: 
Питер, 2003. 377 с.
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После введения новой переменной x r jωµγ= −  уравнения (1), (2) приводятся к более 
простому виду:
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Уравнения (3), (4) являются частными случаями уравнения Бесселя:
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Функции, удовлетворяющие уравнению Бесселя, называются функциями Бесселя [27, 
28], общий интеграл которых выглядит следующим образом:

	 ( ) ( )n ny AJ x BN x= + ,	 (6)

где A и B – произвольные постоянные; Jn(x) – функция Бесселя первого рода порядка n; Nn(x) 
– функция Бесселя второго рода порядка n.

При n = 0 получаем уравнение для плотности тока, при n = 1 – соответственно, для на-
пряженности магнитного поля. Общие интегралы этих уравнений могут быть представлены в 
следующем виде:
	 0 0 0 0( ) ( )mJ A J x B N x= + ;	 (7)

	 1 1 1 1( ) ( )mH A J x B N x= + ,	 (8)

где J0(x) и N0(x) – функции Бесселя  первого и второго рода нулевого порядка; J1(x) и N1(x) – 
функции Бесселя  первого и второго рода первого порядка.

Так как, опираясь на труды Л.Р. Неймана5, К.С. Демирчяна6 и других авторов, на оси про-
вода величины Jm и Hm не могут иметь бесконечно большие значения, то B0 = 0 и B1 = 0. Тогда 
уравнения (7) и (8) принимают следующий вид:

	 0 0( )mJ A J x= ;	 (9)

	 1 1( )mH A J x= .	 (10)

Из [29, 30] решение уравнения Бесселя – единственное с точностью до константы путем 
разложения в ряд7:
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При подстановке в уравнение (5) x x j= −  общее решение имеет следующий вид: 

	 ( )ny AJ x j= − .	 (12)

7Садовой В.Д. Дифференциальное уравнение Бесселя: учеб. пособ. 2 изд., испр. и доп. М.: Московский автомобильно- 
дорожный гос. тех. ун-т, 2019. 100 с.
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Решением уравнения (12) является ряд с мнимым аргументом x j− :
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В результате получим комплексный знакопеременный ряд:
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Отделив действительную часть от мнимой, получаем
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1 1 1 1 11
(2!) 2 (4!) 2 (6!) 2 (1!) 2 (3!) 2

x x x x xJ x j j
           − = − + − + + − +           

             


	
10 14

2 2

1 1
(5!) 2 (7!) 2

x x    + − +    
    

 .	 (16)

Уравнение (16) удобно записывать в виде

	 ( )0 0 0ber ( ) bei ( )J x j x j x− = + ,	 (17)
где

	
( )

4 8 12 4

0 22 2 2
0

1 1 1 ( 1)ber ( ) 1
(2!) 2 (4!) 2 (6!) 2 2(2 )!

kk

k

x x x xx
k

∞

=

−       = − + − + =       
       

∑ ;	 (18)

2 6 10 14

0 2 2 2 2

1 1 1 1bei ( )
(1!) 2 (3!) 2 (5!) 2 (7!) 2

x x x xx        = − + − + =       
       



	
( )

4 2

2
0

( 1)
2(2 1)!

kk

k

x
k

+∞

=

−  =  
 +

∑ .	 (19)

Функции ber0(x) (Bessel reelle – Бесселя вещественные) и bei0(x) (Bessel imaginaire – Бесселя 
мнимые) представляют собой так называемые функции Бесселя, связанные с функцией ( )0J x j− .

Выражение (17) в показательной форме имеет следующий вид:

	 ( ) 0 ( )
0 0 0 0ber ( ) bei ( ) ( ) j xJ x j x j x b x e β− = + = ,	 (20)

где b0(x) – модуль функции Бесселя 

	
2 2

0 0 0( ) ber ( ) bei ( )b x x x= + ;	 (21)
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β0(x) – аргумент функции Бесселя

	 0
0

0

bei ( )( ) arctg
ber ( )

xx
x

β
 

=  
 

.	 (22)

Аналогичным образом задача может быть решена при подстановке n = 1 в уравнение 
(13), в итоге получаем

	 ( ) ( )1 1 1ber ( ) bei ( )J x j j x j x− = − ⋅ + ,	 (23)

где
1 5 9 13

1
1 1 1 1ber ( )

0! 1! 2 2! 3! 2 4! 5! 2 6! 7! 2
x x x xx        = − + − + =       ⋅ ⋅ ⋅ ⋅       



	
4 1

0

( 1)
(2 )!(2 1)! 2

kk

k

x
k k

+∞

=

−  =  +  
∑ ;	 (24)

3 7 11 15

1
1 1 1 1bei ( )

1! 2! 2 3! 4! 2 5! 6! 2 7! 8! 2
x x x xx        = − + − + =       ⋅ ⋅ ⋅ ⋅       



	
4 3

0

( 1)
(2 1)!(2 2)! 2

kk

k

x
k k

+∞

=

−  =  + +  
∑ .	 (25)

Уравнение (23) в показательной форме принимает следующий вид:

	 ( ) 1
1

( )
( )4

1 1 11 ( ) ( )
j x

j xJ x j M x e b x e
πθ

β
 − 
 − = ⋅ ⋅ = ,	 (26)

где b1(x) – модуль функции Бесселя 

	
2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1

2 2( ) ber ( ) bei ( ) ber ( ) bei ( )
2 2

b x x x x x
   

= + ⋅ + = +      
   

;	 (27)

β1(x) – аргумент функции Бесселя

	 1
1 1

1

bei ( )( ) ( ) arctg
4 ber ( ) 4

xx x
x

π πβ θ
 

= − = − 
 

.	 (28)

Как показывают уравнения (18), (19), (23), (24), модули и аргументы функций Бесселя, 
получаемые в уравнениях (21), (22), (26), (27), – числа действительные. Следовательно, для 
их определения при анализе скин-эффекта проводника достаточно определить переменную 
x R ωµγ= , где R – радиус проводника, м; 2 fω π=  – угловая частота, рад; f – частота элек-
трического тока, протекающего через проводник, Гц; µ  – абсолютная магнитная проницае-
мость проводника, Гн/м; γ  – удельная проводимость, См/м.

Используя соотношение для провода круглого сечения, приведенное в трудах Л.Р. Нейма-
на5, К.С. Демирчяна6 и других авторов, после подстановки x R ωµγ=  получим отношение 
комплексного сопротивления к омическому сопротивлению проводника:

	
0 1( ) ( )

40

0 0 1

( )
2 ( )

j x xвнутр внутр j
zZ b xxe e

r r b x

 


   
       

 

,	 (29)

при этом 0 1( ) ( )
4

x x πϕ β β= − −  – угол, на который запаздывает по фазе напряженность маг-
нитного поля относительно напряженности электрического поля на поверхности провода; 
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|z|внутр – модуль комплексного сопротивления проводника равен ; b0(x), b1(x), 
β0(x), β1(x) – модули и аргументы функций Бесселя первого рода нулевого и первого порядков 
комплексных чисел J0(x) и J1(x) на поверхности провода.

Выразив действительную часть в уравнении (28), получим коэффициенты увеличения ак-
тивного сопротивления r к сопротивлению постоянному току r0 для разных частот:

	 ( )0
0 1

0 1

( )( ) cos ( ) ( ) 45
2 ( )v

b xr xk f x x
r b x

β β= = ⋅ ⋅ − −  .	 (30)

Таким образом, оценка влияния скин-эффекта на проводники сводится к определению 
модулей и аргументов функций Бесселя первого рода нулевого и первого порядков b0(x), 
β0(x), b1(x), β1(x).

МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ
Исследования влияния скин-эффекта проводились в программе моделирования ELCUT 

методом конечных элементов. 
Первоначально рассмотрено влияние скин-эффекта на провод АС 300/39 без учета про-

волочной конструкции и неоднородной (сталеалюминиевой) структуры. Конструктивно дан-
ный провод представляет собой алюминиевый круг сечением 339 мм2, геометрия которого 
описана в программе двумя способами.

На первоначальном этапе рассмотрено влияние скин-эффекта на проводник, аналогич-
ный проводу АС 300/39 без учета проволочной и неоднородной структуры. Ниже представле-
но моделирование сплошного алюминиевого проводника сечением 339 мм2 круглой формы 
в виде двух конструкций:

–  круг сечением 339 мм2, приведенный на рис. 2 a;
–  однородный проводник, состоящий из круга 39 мм2 и внешнего кольца (полый прово-

дник) сечением 300 мм2, приведенный на рис. 2 b.

а b
Рис. 2. Поперечное сечение сплошного алюминиевого проводника: а – круг сечением 339 мм2; b – круглый составной 
проводник
Fig. 2. Cross-section of a solid aluminium conductor: a – circle with the cross-section of 339 mm2; b – round composite conductor

На рис. 3 a приведена схема электрической цепи для сплошного алюминиевого прово-
дника сечением 339 мм2. На рис. 3 b представлена схема электрической цепи для состав-
ного проводника, при этом внешнее кольцо сечением 300 мм2 имеет сопротивление R1, 
а внутренний круг сечением 39 мм2 – R2. Стоит оговорить заранее, что ток из внешнего 
кольца не перетекает во внутренний круг, и наоборот. Постановка задачи требует рассма-
тривать составной провод как два проводника, подключенных параллельно к источнику 
электродвижущей силы (ЭДС). ЭДС выдает среднеквадратическое значение переменного 
напряжения |U| = 1 В (1 VAC – от англ. Volts alternating current – напряжение переменного 
тока) различной частоты, приложенное к исследуемым проводникам. 
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а b
Рис. 3. Схема электрической цепи для расчета алюминиевого проводника: а – круг сечением 339 мм2; b – круглый 
составной проводник
Fig. 3. Electrical circuit diagram for aluminium conductor calculation: a – circle with the cross section of 339 mm2; b – round 
composite conductor

Сопротивлением, приведенным на рис. 3, является сам проводник, длина которого  
L = 50 м. Это обусловлено тем, что проводник сам является ограничителем тока |I|, ве-
личина которого не превышает длительно допустимого значения для провода данной кон-
струкции.

Результат моделирования в виде значения тока |I| и фазы φI приведен к виду, удобному 
для сравнения с математической (эталонной) моделью скин-эффекта по формуле ниже:

	 ϕ= × − ( )
1( ) cos( )

| ( ) | I fR f
I f

.	 (31)

МОДЕЛИРОВАНИЕ СПЛОШНОГО АЛЮМИНИЕВОГО ПРОВОДА
На рис. 4 a–d представлены результаты моделирования в виде спектрограмм распреде-

ления плотности тока по поперечному сечению проводов для различных частот, где видно, что 
на границах поверхности плотность тока не меняется, в то время как середина провода раз-
гружается. Для обоих конструкций распределение плотности тока получилось одинаковым, 
поскольку составной проводник представляет собой сплошной провод сечением 339 мм2.

а b

c d
Рис. 4. Спектрограмма распределения тока по поперечному сечению алюминиевого провода: а – на частоте 50 Гц;  
b – на частоте 200 Гц; c – на частоте 400 Гц; d – на частоте 800 Гц
Fig. 4. Spectrogram of current distribution through the aluminium wire cross-section: a – at the frequency of 50 Hz; b – at the 
frequency of 200 Hz; c – at the frequency of 400 Hz; d – at the frequency of 800 Hz
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Рис. 5 численно отображает уменьшение плотности тока при приближении к центру про-
водника на разных частотах, однако наибольший интерес привлекает кривая, полученная на 
частоте 800 Гц. При убывании от периферии проводника на расстояние δ ≈ 3,644 мм плотность 
тока уменьшается в e раз и становится равной j0/e. Величина δ называется глубиной скин-слоя.

Пример численных результатов моделирования сплошного алюминиевого проводника 
сечением 339 мм2 для нескольких частот сведен в табл. 1. Суммарный ток, протекающий 
через составной проводник (см. рис. 2 b), равен току, протекающему через сплошной алю-
миниевый проводник в форме круга (см. рис. 2 a), и это справедливо для любой частоты  
f прикладываемого напряжения. Наличие угла φI говорит о смещении тока относительно при-
кладываемого к краям проводника напряжения |U| = 1 В (см. рис. 3), более этого, данное 
смещение стремится к -45° при увеличении частоты.

Таблица 1. Результаты моделирования алюминиевых проводов в программе ELCUT
Table 1. Simulation results of aluminium wires in ELCUT software

Частота
f, Гц

Круглый составной проводник
Круг сечением 

339 мм2

Кольцо 300 мм2 Круг 39 мм2 Составной провод 
339 мм2

|I|, А φI, ° |I|, А φI, ° |I|, А φI, ° |I|, А φI, °
0 212,280 0 27,597 0 239,880 0 239,880 0

50 206,890 -9,266 26,666 -20,020 233,140 -10,489 233,140 -10,489
200 162,510 -26,764 18,671 -67,698 177,040 -30,727 177,040 -30,727
400 123,850 -33,354 10,935 -106,540 127,440 -38,065 127,440 -38,065
800 93,105 -37,650 4,767 -155,560 90,971 -40,304 90,971 -40,304

По выражению (30) определены активные сопротивления провода для различных частот. 
Например, на частоте 0 Гц (при постоянном токе) R(0) = (1/239,880) ∙ cos(0°) = 4,169 ∙ 10-3 
Ом, в то время как на частоте 800 Гц R(800) = (1/90,971) ∙ cos(40,304°) = 8,383 ∙ 10-3 Ом. 
Применив уравнение (29), были получены коэффициенты увеличения активного сопротивле-
ния kv(f), а также пересчитаны сопротивления r0 на единицу длины (погонные сопротивления) 
для гармоник от 0 до 20. При определении погонного активного сопротивления следует пом-
нить, что длина моделируемого проводника задана L = 50 м.

 

 
Рис. 5. Распределение плотности тока через поперечное сечение проводника на различных частотах
Fig. 5. Current density distribution through the conductor cross-section at different frequencies
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Результаты данных, полученных при моделировании сплошного алюминиевого провода 
сечением 339 мм2, и расчеты по эталонной модели сведены в табл. 2.

Резюмируя данные из табл. 2, на высших гармониках возрастает активное сопротивление 
проводника по отношению к омическому сопротивлению: на 5-й гармонике увеличение состав-
ляет 24%, на 7-й – 40%, на 11-й – 71% и на 13-й – 84%. Это обстоятельно говорит о необходимо-
сти учета скин-эффекта при оценке «добавочных потерь» в проводнике от высших гармоник.

Относительная погрешность моделирования сплошного алюминиевого провода сечением 
339 мм2 в сравнении с математической моделью приведена на рис. 6 a, в то время как для со-
ставного провода данный показатель представлен на рис. 6 b. Таким образом, разница между 
расчетами с применением дифференциальных уравнений Бесселя и программным моделиро-
ванием составила менее 0,004%, что обусловлено погрешностью метода конечных элементов 
при задании начальных настроек для расчета рассмотренных моделей проводов.

 

 

 

 
a b

Рис. 6. Погрешность результатов моделирования по отношению к математической модели: а – сплошной алюминиевый 
провод сечением 339 мм2; b – составной алюминиевый провод
Fig. 6. Error of simulation results in relation to the mathematical model: a – solid aluminium wire with the cross section  
of 339 mm2; b – composite aluminium wire

Таблица 2. Коэффициенты увеличения активного сопротивления kv(f) и погонные сопротивления r0 сплошного 
алюминиевого провода сечением 339 мм2 на различных гармониках
Table 2. Coefficients of increase of active resistance kv(f) and resistances per unit length r0 of a solid aluminium 
wire with the cross-section of 339 mm2 at different harmonics

Частота
f, Гц Гармоника v

Математическая
модель

Моделирование
сплошного круга

Моделирование составного 
провода

kv(f), о.е. r0, Ом/км kv(f), о.е. r0, Ом/км kv(f), о.е.
0 (DC) 0 1 0,083 1 0,083 1

50 1 1,012 0,084 1,012 0,084 1,012
100 2 1,046 0,087 1,046 0,087 1,046
150 3 1,098 0,092 1,098 0,092 1,098
200 4 1,165 0,097 1,165 0,097 1,165
250 5 1,240 0,103 1,240 0,103 1,240
300 6 1,320 0,110 1,320 0,110 1,320
350 7 1,402 0,117 1,402 0,117 1,402
400 8 1,482 0,124 1,482 0,124 1,482
450 9 1,560 0,130 1,560 0,130 1,560
500 10 1,634 0,136 1,634 0,136 1,634
550 11 1,705 0,142 1,705 0,142 1,705
600 12 1,772 0,148 1,772 0,148 1,772
650 13 1,836 0,153 1,836 0,153 1,836
700 14 1,897 0,158 1,897 0,158 1,897
800 16 2,011 0,168 2,011 0,168 2,011
900 18 2,117 0,176 2,117 0,176 2,117

1000 20 2,216 0,185 2,216 0,185 2,216
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Подводя итог, в результате моделирования сплошного алюминиевого провода сече-
нием 339 мм2 в виде составного (см. рис. 2 b) доказана состоятельность оценки вли-
яния скин-эффекта на проводники методом конечных элементов. На основании этого 
предлагается рассматривать влияние скин-эффекта на сталеалюминиевые провода ВЛ 
с использованием схемы электрической цепи (см. рис. 3 b) без учета скрутки проволок 
между собой на первоначальном этапе. Кроме того, модель, учитывающая явление эф-
фекта вытеснения тока в проводах ВЛ, предполагает пренебрежение эффектом близости, 
поскольку расстояние между самими проводами значительно превышает диаметр про-
водника [31].

МОДЕЛИРОВАНИЕ СТАЛЕАЛЮМИНИЕВОГО ПРОВОДА ЛИНИИ ЭЛЕКТРОПЕРЕДАЧИ
Результаты моделирования круглого неоднородного провода представлены на рис. 7 a–d 

в виде спектрограмм распределения плотности тока по поперечному сечению.
Согласно схеме электрической цепи (см. рис. 3 b) и выводам, приведенным ранее, про-

ведено моделирование провода марки АС 300/39, рассматриваемого в виде двух конструк-
ций:

–  неоднородный проводник, состоящий из стального круга 39 мм2 и внешнего алюмини-
евого кольца сечением 300 мм2 (рис. 2 b);

–  проволочная конструкция провода (рис. 8). 
На рис. 8 a–d (аналогично рис. 7 a–d) приведены результаты моделирования провода 

АС 300/39. На рис. 9 численно отображено распределение плотности тока по попереч-
ному сечению круглого сталеалюминиевого провода, где наблюдается перепад плотности 
тока на границе между сталью и алюминием. Рис. 10 иллюстрирует перепады плотности 
тока по поперечному сечению провода АС 300/39 в соответствии с линией разреза про-
вода (рис. 8).

Численные результаты моделирования круглого сталеалюминиевого провода представ-
лены в табл. 3, для провода АС 300/39 – в табл. 4. На высших гармониках смещение угла 

а b

c d
Рис. 7. Спектрограмма распределения тока по поперечному сечению неоднородного сталеалюминиевого провода:  
а – на частоте 50 Гц; b – 200 Гц; c – 400 Гц; d – 800 Гц
Fig. 7. Spectrogram of current distribution through the cross section of an inhomogeneous steel-aluminium wire: a – at the 
frequency of 50 Hz; b – 200 Hz; c – 400 Hz; d – 800 Hz

https://ipolytech.elpub.ru


44 https://ipolytech.elpub.ru

 
 

2025. Т. 29. № 1. С. 33-50 ISSN 2782-4004 (print)
ISSN 2782-6341 (online)2025;29(1):33-50

протекающего тока φI стремится к -45° для круглого неоднородного провода, однако для про-
вода АС 300/39 это смещение продолжает увеличиваться за счет наличия диэлектрической 
среды. Это обстоятельство не оказывает влияния на активное сопротивление провода, рас-
сматриваемое в данной работе.

 

 

а b

c d

Рис. 9. Распределение плотности тока через поперечное сечение неоднородного сталеалюминиевого проводника на 
различных частотах
Fig. 9. Current density distribution through the cross section of an inhomogeneous steel-aluminium conductor at different 
frequencies

Рис. 8. Спектрограмма распределения тока по поперечному сечению провода АС 300/39: а – на частоте 50 Гц;  
b – 200 Гц; c – 400 Гц; d – 800 Гц
Fig. 8. Spectrogram of current distribution through the cross-section of the 300/39 steel-aluminium wire: a – at the frequency 
of 50 Hz; b – 200 Hz; c – 400 Hz; d – 800 Hz
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Таблица 3. Результаты моделирования неоднородного сталеалюминиевого проводника
Table 3. Simulation results of the inhomogeneous steel-aluminium wire

Частота
f, Гц

Сплошной неоднородный сталеалюминиевый проводник

Алюминий
(кольцо 300 мм2)

Сталь
(круг 39 мм2)

Неоднородный провод  
339 мм2

|I|, А φI, ° |I|, А φI, ° |I|, А φI, °
0 212,280 0 5,652 0 217,940 0

50 208,920 -7,723 1,752 -54,996 210,120 -8,074
200 176,180 -25,804 0,735 -92,860 176,470 -26,023
400 132,570 -36,650 0,360 -126,360 132,580 -36,806
800 91,761 -40,968 0,136 -168,480 91,678 -41,036

1200 75,086 -41,438 0,068 -199,050 75,023 -41,458
1600 65,571 -41,763 0,039 -224,630 65,532 -41,761
2000 59,037 -42,098 0,024 -247,120 59,015 -42,088

Таблица 4. Результаты моделирования провода АС 300/39 в программе ELCUT
Table 4. Simulation results of the 300/39 steel-aluminium wire in ELCUT software

Частота
f, Гц

Провод марки АС 300/39

Алюминий
(300 мм2)

Сталь
(39 мм2) АС 300/39

|I|, А φI, ° |I|, А φI, ° |I|, А φI, °
0 213,411 0 5,595 0 219,006 0

50 209,280 -8,513 3,567 -53,127 211,834 -9,191
200 173,540 -27,874 1,265 -100,002 173,932 -28,271
400 128,730 -39,442 0,577 -133,870 128,687 -39,698
800 87,918 -45,285 0,203 -175,800 87,786 -45,386

1200 70,695 -47,307 0,097 -206,010 70,605 -47,336
1600 60,467 -48,835 0,054 -231,040 60,414 -48,833
2000 53,328 -50,038 0,032 -252,840 53,298 -50,025

 

 
Рис. 10. Распределение плотности тока через поперечное сечение АС 300/39 на различных частотах
Fig. 10. Current density distribution through the 300/39 steel-aluminium wire cross-section at different frequencies
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РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Увеличение активного сопротивления, выраженное через kv(f) для сплошного алюминие-

вого провода сечением 339 мм2 (см. рис. 2 a), круглого неоднородного сталеалюминиевого 
провода (см. рис. 2 b) и провода марки АС 300/39 проиллюстрировано в табл. 5.

Таблица 5. Сравнительная оценка kv(f) сплошного алюминиевого провода сечением 339 мм2, круглого 
неоднородного сталеалюминиевого провода и провода АС 300/39 на различных гармониках
Table 5. Comparative estimation kv(f) of a 339 mm2 solid aluminium wire, round inhomogeneous steel-aluminium 
wire and 300/39 steel-aluminium wire at different harmonics

Частота
f, Гц Гармоника v

Математическая
модель

Модель неоднородного 
сталеалюминиевого проводника

Моделирование
АС 300/39

kv(f), о.е. kv(f), о.е. kv(f), о.е.
0 (DC) 0 1 1 1

50 1 1,012 1,027 1,021
100 2 1,046 1,046 1,044
150 3 1,098 1,073 1,073
200 4 1,165 1,110 1,109
250 5 1,240 1,154 1,152
300 6 1,320 1,203 1,201
350 7 1,402 1,258 1,254
400 8 1,482 1,316 1,309
450 9 1,560 1,376 1,367
500 10 1,634 1,438 1,424
550 11 1,705 1,500 1,482
600 12 1,772 1,561 1,539
650 13 1,836 1,621 1,595
700 14 1,897 1,680 1,649
800 16 2,011 1,793 1,752
900 18 2,117 1,899 1,849

1000 20 2,216 1,998 1,939

Влияние скин-эффекта на активное сопротивление сталеалюминиевых проводов выраже-
но в меньшей степени в сравнении со сплошным алюминиевым проводом. Например, на 5-й 
гармонике увеличение составляет 15% относительно омического сопротивления, на 7-й – 25%.

Относительная погрешность математической модели сплошного алюминиевого провода 
сечением 339 мм2 в сравнении с результатами моделирования провода АС 300/39 (рис. 
11) превышает 5%, начиная с 4-й гармоники. Погрешность моделирования сплошного ста-
леалюминиевого провода (см. рис. 11) относительно модели АС 300/39 не превышает 4% на 
интервале гармоник от 0 до 40.

Рис. 11. Погрешность коэффициента скин-эффекта цилиндрических проводов относительно провода АС 300/39
Fig. 11. Skin-effect coefficient error of cylindrical wires relative to 300/39 steel-aluminium wire
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Выше было рассмотрено влияние скин-эффекта на активное сопротивление проводов 
различной конструкции при температуре 20°C в интервале гармоник, представляющих прак-
тический интерес. Отметим, что при нагреве провода действие скин-эффекта на его активное 
сопротивление ослабляется из-за уменьшения удельной проводимости (это отразится на пе-
ременной).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрено влияние скин-эффекта на увеличение активного сопротивления 

kv(f) сплошного алюминиевого провода в форме круга сечением 339 мм2. По результатам 
моделирования проводника можно заключить, что увеличение частоты f источника ЭДС |U| 
(1 В) вызывает скин-эффект, который проявляется в понижении эффективного значения про-
пускаемого тока |I| через проводник (см. табл. 1). Этим явлением и обусловлено неравно-
мерное распределение тока пропускаемого по сечению проводника (см. рис. 5), при повы-
шении частоты. Таким образом, с повышением частоты увеличивается погонное активное 
сопротивление проводника r0 (см. табл. 2).

Расчеты круглого алюминиевого провода сечением 339 мм2, полученные при модели-
ровании, совпадают с математической моделью, основанной на теории электромагнитного 
поля. Более того, моделирование методом конечных элементов раскрывает возможность 
анализа влияния скин-эффекта на сталеалюминиевые провода, что было подтверждено на 
примере провода АС 300/39.

Скин-эффект в проводах марки АС проявляется менее заметно в сравнении с конструк-
цией сплошного алюминиевого провода сечением, равным сумме алюминиевой и стальной 
частям провода ВЛ. При оценке аналитической моделью (формула (30) влияния скин-эффек-
та на активное сопротивление провода АС 300/39 погрешность, получаемая в расчетах, 
превысит 5%. Таким образом, необходимо уточнение математической модели проводов ВЛ, 
имеющих проволочную конструкцию.

На примере провода АС 300/39 доказана возможность рассмотрения данного провода 
в виде цилиндрического неоднородного провода, состоящего из круга внутри сечением 39 
мм2 и полого алюминия снаружи сечением 300 мм2. Это подтверждено результатами иссле-
дований, в которых погрешность на исследуемом интервале гармоник не превышала 5%. 
Конструкцию других проводов марки АС для математического представления предлагается 
рассматривать аналогично.
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