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О модели «скин-эффекта» в проводнике при наличии 
высших гармоник

БЕЛОСВЕТОВ А.В., МАНУСОВ В.З., ОСИПОВ Д.С., ШЕПЕЛЕВ А.О.

About the «skin effect» model in a conductor in the presence 
of higher harmonics

BELOSVETOV A.V., MANUSOV V.Z., OSIPOV D.S., SHEPELEV A.O.

Рассмотрены и проанализированы суще-
ствующие модели учета «скин-эффекта» в 
проводниках. Разработана математическая 
модель, отличающаяся повышенной точностью 
и позволяющая определить коэффициент увели-
чения активного сопротивления по отношению 
к сопротивлению постоянному току kυ (f) для 
проводников различного сечения, включая стале-
алюминиевые провода марки АС. Разработана 
модель, основанная на кусочно-линейной аппрок-
симации зависимости kυ (f) с учетом сечения про-
водников. Модель позволяет учитывать дополни-
тельные потери активной мощности от высших 
гармоник при повышении частоты до 1000 Гц.

Ключевые слова: активное сопротивление 
проводников, переменный ток, «скин-эффект», 
высшие гармоники, потери активной мощно-
сти, коэффициент увеличения активного сопро-
тивления.

The existing models of accounting for the «skin 
effect» in conductors are considered and analyzed. A 
mathematical model has been developed that is char-
acterized by increased accuracy and allows deter-
mining the coefficient of increase in active resistance 
relative to direct current resistance kυ (f) for conduc-
tors of various cross-sections, including aluminum 
steel wires of the AC brand. A model based on a 
piecewise linear approximation of the kυ (f) depend-
ence, taking into account the cross section of the con-
ductors, has been developed. The model allows you 
to take into account additional losses of active power 
from higher harmonics when the frequency increases 
to 1000 Hz.

Key words: active resistance of conductors, alter-
nating current, "skin effect", higher harmonics, loss 
of active power, coefficient of increase of active 
resistance.

В России основные мероприятия по сни-
жению потерь электроэнергии направлены на 
ограничение перетоков реактивной мощности, 
при этом недостаточное внимание уделяется 
ограничению потерь от высших гармонических 
составляющих токов (высших гармоник). Поте-
ри активной мощности существенно влияют 
на технико-экономические показатели систем 
электроснабжения. Одной из причин погреш-
ности определения потерь активной мощности 
является искажение синусоидальности кривой 
питающего тока и напряжения. Это обстоятель-
ство обусловлено тем, что потребители электро-
энергии включают в себя электроприемники с 
нелинейной вольт-амперной характеристикой. 
Поэтому проблемы, возникающие из-за высших 
гармоник, в основном характерны для сетей 
низкого напряжения. Развитие электрических 
систем идет по пути подключения множества 
крупных нелинейных нагрузок на уровнях сред-
него и даже высокого напряжения [1]. Высшие 
гармоники отчасти негативно влияют на воздуш-
ные линии (ВЛ) электропередач высокого напря-

жения, которые в России являются наиболее 
распространенными.

Известно, что токи высших гармоник вызы-
вают дополнительные потери мощности и энер-
гии в электрических сетях. По оценкам инстру-
ментальных обследований [2] за 2011 – 2012 гг. 
потери электроэнергии от несинусоидальности 
токов в воздушных линиях в среднем составля-
ли порядка 2 – 2,5 %, а в отдельных случаях в 
2009 – 2010 гг. они достигали 25 % [3].

Для выявления природы возникновения потерь 
от высших гармоник необходимо уточнить мате-
матические модели всех элементов электрических 
сетей, и в первую очередь, модели линий элек-
тропередачи с учетом «скин-эффекта» от высших 
гармоник. В настоящее время нет единой и стан-
дартизированной модели, учитывающей влияние 
«скин-эффекта». Таким образом, разработка мате-
матической модели, адекватно отражающей про-
цесс вытеснения тока к поверхности проводника, 
является весьма актуальной задачей.

В статье предлагается модель, позволяющая 
более точно определять коэффициент увеличения 
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активного сопротивления проводов – отношение 
активного сопротивления на υ-й гармонике Rυ (f) к 
сопротивлению проводника постоянному току R0:
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Выражение (1) уточняет дополнительные 
потери активной мощности и электроэнергии в 
электрических системах от повышения частоты 
переменного тока.

Оценка дополнительных потерь от высших 
гармоник

Эволюция математической модели учета 
«скин-эффекта»

Согласно [4, 5] дополнительные потери актив-
ной мощности, вызванные протеканием высших 
гармоник:

2
13 ,

n

rP I R kΣυ υ υ
υ = 2

∆ = ⋅ ⋅∑
где υ – номер гармоники;
n – число учитываемых гармоник; 
Iυ – ток υ-й гармоники, А;
R1 – активное сопротивление на основной частоте 
(гармонике), Ом;
krυ – коэффициент, учитывающий влияние 
поверхностного эффекта (как правило, его при-
нимают равным 0, 47rk υ = υ ) .

Следует отметить, что выражение (2) является 
приближенным и не учитывает конструкцию и 
сечение проводов; кроме того, выражение (2) не 
позволяет оценить потери от высших гармоник с 
требуемой точностью.

В статье предлагается учитывать активное 
сопротивление υ-й гармоники, выраженное через 
сопротивление проводника постоянному току:

( ) ( )0 .R f R k fυ υ= ⋅

Подставив (3) в (2), получим формулу для 
дополнительных потерь электроэнергии от выс-
ших гармоник:

( )2
03 ,

n

iW I R k f tΣ υ υ
υ = 2

∆ = ⋅ ⋅ ⋅∑
где ti – время протекания υ-й гармоники, оценива-
емое при помощи вейвлет-анализа [6].

Формула Умова-Пойнтинга

Формула Неймана

Формула Пейна

Полагаем, что наиболее точная математи-
ческая модель, описывающая влияние частоты 
тока на сопротивление проводника, приведена в 
[7] на основе теоремы Умова-Пойнтинга:
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где ω = 2πf – угловая частота электрического тока; 
f – частота тока, Гц;
b0 – модуль функции Бесселя нулевого порядка 
первого рода;
b1 – модуль функции Бесселя первого порядка 
первого рода;
β0 – аргумент функции Бесселя нулевого порядка 
первого рода;
β1 – аргумент функции Бесселя первого порядка 
первого рода;
γ – удельная проводимость проводника, См/м; 
μα – магнитная проницаемость проводника, Гн/м; 
rпр – радиус проводника, м.

Значения b0, b1, β0, β1 можно определить с 
помощью данных, приведённых в [7]; эти зна-
чения были получены путем решения функции 
Бесселя:

ïð .x r α= ωγµ

Выражение (5) является достаточно сложным, 
так как требует решения уравнения Бесселя, 
поэтому в инженерных расчетах практически не 
применяется.

На основе формулы (5) была получена упро-
щенная формула Неймана [8]:
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χ = - промежуточный пара-

В [9] предлагается рассчитывать отношение 
активного сопротивления переменному току к 
сопротивлению проводника на постоянном токе 
для алюминиевых проводов по выражению [10]:

83
,

f
∞δ =

где δ∞ – глубина поверхностного слоя, мм;

метр, используемый в расчетах;
R/R0 – отношение активного сопротивления 
проводника переменного тока к сопротивлению 
постоянного тока.
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где RAC – сопротивление проводника переменно-
му току;
RDC – сопротивление проводника постоянного тока.

Промежуточный параметр χ рассчитывается 
по формуле:

( ) ( )2 3

3,96 3,8 18
,

d / d / d /
χ = + +

δ δ δ
где d – диаметр проводника, мм.

Формула Международной электротехни-
ческой комиссии

Формула Жежеленко

Формула Манусова

Предлагаемая модель

В настоящее время для учёта «скин-эффекта» 
применяют выражение [11]:

( )1 ,s pR R′= + γ + γ
где R′ – сопротивление проводника постоянному 
току при максимальной рабочей температуре, Ом;
γs – коэффициент, учитывающий поверхностный 
эффект;
γp – коэффициент, учитывающий эффект бли-
зости кабелей.

Для упрощения расчетов рабочая температура 
принимается равной 20 °C, тогда R′ = R0 .

В [11] для определения параметра γs исполь-
зуются следующие выражения:
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Параметр x определяется выражением:
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где ks – экспериментальный коэффициент, завися-
щий от конструкции токопроводящей жилы.

Поскольку расстояние между проводами ВЛ 
значительно превышает диаметр самого про-
водника, то эффектом близости можно пренеб-
речь (yp ~ 0).

В [12] было отмечено, что частотную харак-
теристику активных сопротивлений элементов 
сети следует принимать, исходя из условий рез-
кого проявления поверхностного эффекта:

( ) 0 ,R n R n=
где n – номер гармоники.

В [13] была предложена следующая модель 
учёта «скин-эффекта»:

( ) 3
0 .R n R n=

В статье предлагается достаточно простое 
выражение для учета «скин-эффекта», которое 
также обладает высокой точностью:
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n – номер гармоники;
S – сечение проводника, мм2 .

промежуточный параметр, исполь-

зуемый в расчетах;

Анализ математических моделей
Выполним сравнительный анализ точности 

представленных моделей «скин-эффекта» для 
отдельно взятых сечений. На рис. 1 приведены 
результаты расчетов по различным формулам для 
сплошных алюминиевых проводников сечением 
50, 150 и 300 мм2 .

Из рис. 1 следует, что расчеты по упрощенным 
моделям (выражения 15, 16) дают завышенные 
значения kυ (f), погрешность которых явно выхо-
дит за 5 % относительно формулы Умова-Пойн-
тинга (выражение 5) на интервале гармоник от 
нуля до 40, представляющем для исследований 
практический интерес [14].

На рис. 2 приведены значения kυ (f), рассчи-
танные по наиболее точным выражениям (5, 7, 
10, 12, 17); из рис. 2 следует, что предложенная в 
статье модель обладает высокой точностью, она 
же является самой простой из рассматриваемых.

На рис. 3 указаны относительные погрешно-
сти, полученные по выражениям (7, 10, 12, 17) по 
отношению к выражению Умова-Пойнтинга.

Выполненные исследования позволяют утвер-
ждать, что для учета «скин-эффекта» целе-
сообразно использовать формулу МЭК и форму-
лу, предложенную в статье. Среднее отклонение 
полученных значений составляет примерно 0,1 %. 
Наименее точными являются формула Неймана и 
формула Пейна: среднее отклонение полученных 
значений по формуле Неймана составляет 0,9 %, 
по формуле Пейна – примерно 1 %.
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Рис. 1. Сравнительная оценка kυ ( f ) для сечений 50 (а); 
150 (б) и 300 мм2 (в): 1 – формула Умова-Пойнтинга; 2 – 
формула Неймана; 3 – формула Пейна; 4 – формула МЭК; 
5 – формула Жежеленко; 6 – формула Манусова; 7 – пред-
ложенная модель

Рис. 2. Сравнительная оценка kυ ( f ) для сечений 50 (а); 
150 (б) и 300 мм2 (в): 1 – формула Умова-Пойнтинга; 2 – 
формула Неймана; 3 – формула Пейна; 4 – формула МЭК; 
7 – предложенная модель

Сравнение формулы МЭК и предложенной 
модели приведено на рис. 4, из которого следует, 
что оба метода являются равнозначными в отно-
шении точности расчетов, однако предложенный 
метод оказывается наиболее эффективным ввиду 
своей простоты.

Математическая модель «скин-эффекта»
для воздушных линий электропередачи

Провода воздушных линий электропереда-
чи обладают рядом особенностей по сравне-
нию с обычными проводниками со сплошным 
круглым сечением. Ниже рассматривается про-

вод марки АС 300/39 как сплошной алюминие-
вый проводник, сечение которого равно сечению 
алюминиевой части (300 мм2), пренебрегаем 
скрученностью проволок и эффектом близости.

Моделирование «скин-эффекта» у проводника 
сплошного сечения

Моделирование «скин-эффекта» у проводника 
со сплошным сечением 300 мм2 было выполнено 
в программе Elcut [15] (рис. 5).

На рис. 6,а приведена сравнительная оценка 
параметра kυ (f) модели «скин-эффекта» в про-
грамме Elcut и расчетов по формуле Умова-Пой-

 kυ ( f ), о.е kυ ( f ), о.е

 kυ ( f ), о.е kυ ( f ), о.е

 kυ ( f ), о.е
 kυ ( f ), о.е

б)

в)
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Рис. 3. Сравнительная оценка δυ( f ) для сечений 50 (а); 
150 (б) и 300 мм2 (в): 2 – формула Неймана; 3 – формула 
Пейна; 4 – формула МЭК; 7 – предложенная модель

Рис. 4. Сравнительная оценка δυ( f ) для сечений 50 (а); 
150 (б) и 300 мм2 (в): 4 – формула МЭК; 7 – предложенная 
модель

Рис. 5. Вытеснение тока к поверхности проводника сечени-
ем 300 мм2 при частоте 50 (а); 400 (б); 800 (в); 1000 Гц (г)

б) б)

а)

а)

в)

б)

г)

а)

в) в)

нтинга, где видно практическое совпадение 
результатов; рис. 6,б отображает погрешность 
расчетов по программе Elcut и расчетов по пред-
ложенной модели относительно формулы Умо-
ва-Пойнтинга.

На рис. 6,а приведена сравнительная оцен-
ка параметра kυ (f) модели «скин-эффекта» в 
программе Elcut и расчетов по формуле Умо-
ва-Пойнтинга, где видно практическое совпа-
дение результатов; рис. 6,б отображает погреш-
ность расчетов по программе Elcut и расчетов по 
предложенной модели относительно формулы 
Умова-Пойнтинга.

Моделирование «скин-эффекта» проводника 
с учетом стальной жилы

На первом этапе рассчитаем сплошной неод-
нородный проводник, состоящий из стального 
сердечника и алюминиевой части. В качестве 
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δυ( f ), % δυ( f ), %
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б)
б)

в) г)

а)

Рис. 6. Сравнительная оценка параметров для сечения 
300 мм2: kυ ( f ) (а); δυ( f ) (б): 1 – формула Умова-Пойн-
тинга; 7 – предложенная модель; 8 – модель Elcut (конеч-
но-элементный анализ)

примера рассмотрим проводник марки АС 300/39. 
Наглядное отображение «скин-эффекта» у прово-
да такой конструкции приведено на рис. 7.

а) б)

Рис. 7. Вытеснение тока к поверхности неоднородного 
проводника при частоте 50 (а); 400 (б); 800 (в) и 1000 Гц (г)

Результаты моделирования «скин-эффекта» 
проводника такой конструкции приведены на 
рис. 8.

На рис. 9 приведена зависимость относитель-
ной погрешности расчета сталеалюминиевого 
проводника по предложенной модели по срав-

нению с расчетом неоднородного проводника в 
программе Elcut.

Оценка точности предложенной модели по 
сравнению с расчетом в программе Elcut (рис. 8) 
показала, что на начальном этапе уточнения 
модели учета «скин-эффекта» в проводах ВЛ 
погрешность около 10 % является удовлетвори-
тельной, поскольку в реальных электрических 
сетях крайне редко применяют точный расчет 
значений поверхностного эффекта.

Рис. 8. Сравнительная оценка параметров для 
проводника сечением 300/39 мм2: kυ ( f ) (а); 
δυ( f ) (б): 7 – предложенная модель; 8 – мо-
дель Elcut (конечно-элементный анализ)

Рис. 9. Погрешность предложенной модели 
δυ( f ) для сталеалюминиевого проводника

а)

Выводы
В данной работе был выполнен анализ 

существующих моделей учёта «скин-эффекта», 
необходимых для достоверной оценки потерь 

kυ ( f ), о.е. kυ ( f ), о.е.

δυ( f ), %
δυ( f ), %

δυ( f ), %
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электроэнергии в электрических системах. 
Общеизвестные методы для их определения 
наглядны, просты по принципу, и применяются 
в ущерб точности.

1. Для оценки потерь электроэнергии в элек-
трических системах, вызванных «скин-эффек-
том», наиболее обоснованной является формула 
из теоремы Умова-Пойнтинга, которая отличает-
ся большой сложностью по сравнению с другими 
моделями. В реальной практике применение дан-
ной формулы нецелесообразно.

2. Максимальная погрешность предложенной 
модели для рассматриваемых сечений проводов 
не превышает 0,3 % для гармоник от нуля до 40.
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