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ВВЕДЕНИЕ 
 

Для выполнения лабораторных работ, представленных в 
практикуме, используется современный программный комплекс 
ELCUT, лицензированный в УГАТУ для академического применения. 
Он позволяет реализовывать качество расчетов, приближенное к 
реальным задачам. Программный комплекс ELCUT позволяет решать 
методом конечных элементов задачи электростатики, 
магнитостатики, стационарного поля постоянных токов, 
электромагнитного поля переменных токов в системах с 
произвольной конфигурацией, с граничными условиями первого и 
второго рода.  

Работы 1–2 посвящены приближенным методам расчета и 
анализа полей с использованием метода конечных разностей. В этих 
работах развиваются навыки определения интегральных 
характеристик, в первую очередь зарядов и емкостей. В работе 1 
развиваются базовые навыки работы с численными методами 
моделирования электромагнитного поля и их реализация в 
программном комплексе ELCUT. Работы 3–5 посвящены изучению 
систем, имеющих аналитическое решение уравнения Лапласа с 
определением потенциалов, напряженностей и построения картин 
полей. Работа 6 по моделированию поверхностного эффекта 
позволяет наглядно представить проникновение электромагнитной 
волны вглубь проводника.  

Детально алгоритм работы с программным комплексом ELCUT 
рассмотрен в лабораторной работе № 1, поэтому для формирования у 
студентов навыков моделирования поля рекомендуется обязательное 
выполнение этой работы в начале практикума. 

Цели практикума: 
− сформировать знания об основных законах теории 

электромагнитного поля; 
− изучить особенности использования знаний о законах теории 

электромагнитного поля при решении инженерных задач;  
− овладеть умениями и навыками решения инженерных задач 

методом компьютерного моделирования. 
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В результате выполнения лабораторных работ студент развивает 
следующие компетенции: 

 
№ Наименование 

формируемой компетенции 
Наименование индикатора  
достижения компетенции 

1 Способен использовать 
базовые положения 
математики, естественных, 
гуманитарных  
и экономических наук при 
решении социальных  
и профессиональных задач 
и критически оценить 
освоенные теории  
и концепции, границы их 
применимости. 

1. Использует уравнения 
электромагнитного поля, граничные условия 
и методы анализа статических, 
стационарных и переменных полей. 
2. Задает граничные условия, строит 
эквипотенциали и силовые линии с 
использованием ЭВМ. 
3. Умеет определять емкости, 
индуктивности и проводимости 
распределенных систем. 
4. Применяет методы математического 
моделирования электромагнитных полей для 
решения задач с использованием ЭВМ. 

2 Способен выявлять 
естественно-научную 
сущность проблем, 
возникающих в ходе 
профессиональной 
деятельности, привлекать 
для их решения физико-
математический аппарат. 

1. Использует уравнения 
электромагнитного поля, граничные условия 
и методы анализа статических, 
стационарных и переменных полей. 
2. Задает граничные условия, строит 
эквипотенциали и силовые линии с 
использованием ЭВМ. 
3. Умеет определять емкости, 
индуктивности и проводимости 
распределенных систем. 
4. Применяет методы математического 
моделирования электромагнитных полей для 
решения задач с использованием ЭВМ. 

 
Практикум разработан с учетом стандарта высшего образования 

(Приказ № 945 от 19.09.2017 г.), соответствует требованиям, 
предъявляемым Федеральным государственным стандартам высшего 
образования (3++), с учетом профессиональных стандартов к 
содержанию дисциплины и определяемым перечнем компетенций, 
формируемых примерной основной образовательной программой.  
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Лабораторно-практическая работа № 1 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ 
ЗАРЯЖЕННЫХ ЭЛЕКТРОДОВ  

МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 
 

1.1. Цель и задачи занятия 
 
Цель: изучить математическое моделирование 

плоскопараллельного электростатического поля методом конечных 
разностей.  

Задачи: в результате выполнения работы студенты должны: 
– знать методы анализа поля заряженных электродов; 
– уметь решать на ЭВМ краевую задачу с граничными 

условиями первого рода; 
– уметь рассчитывать частичные емкости электродов. 
 

1.2. Краткие теоретические сведения 
 
1.2.1. Метод конечных разностей. Электростатическое поле в 

самых разнообразных случаях описывается уравнением Лапласа 

02 =ϕ∇ , 
или в декартовой системе координат для плоскопараллельных полей  

2 2

2 2 0d d .
dx dy
ϕ ϕ
+ =                                       (1.1) 

Данное уравнение может быть решено численно с 
использованием метода конечных разностей (или метода сеток). 
В этом методе область непрерывного изменения аргументов 
(например, x и y) заменяется конечным (дискретным) множеством 
точек (узлов), называемым сеткой. Вместо функций непрерывного 
аргумента рассматриваются функции дискретного аргумента, 
определенные в узлах сетки и называемые сеточными функциями. 
Производные, входящие в дифференциальные уравнения, заменяются 
соответствующими разностными отношениями, а дифференциальное 
уравнение при этом заменяется системой алгебраических уравнений, 
записанных для всех узлов сетки. 
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Уравнение Лапласа (1.1) аппроксимируется на пятиточечном 
шаблоне для узла сетки с координатами (i, j) (рис. 1.1) и имеет 
следующий вид:  

0
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1

1

1

1

1

1

1

=
∆+∆

∆

ϕ−ϕ
−

∆

ϕ−ϕ

+
∆+∆
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−
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−
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i

j,ij,i

ii

i

j,ij,i

i

j,ij,i

yy
yy

xx
xx

,        (1.2) 

где i – номер узла по оси x, j – номер узла по оси y, ∆ xi – шаг по оси x 
между узлами (i – 1, j) и (i, j), ∆ yj – шаг по оси y между узлами  
(i, j – 1) и (i, j). 

Для квадратной сетки с постоянным шагом уравнение (1.2) 
будет иметь вид: 

ϕi+1, j + ϕ i–1,j + ϕi, j+1 + ϕi, j–1 – 4ϕi, j = 0.                    (1.3) 
 

Указанные уравнения, записанные 
для каждого узла, решаются на ЭВМ 
итерационным методом. 

Для расчета потенциалов 
необходимо задать граничные условия. 
В данной работе используются 
граничные условия первого рода – то 
есть значения потенциалов на границах 
расчетной области (внутренняя задача 
Дирихле). 

В программном комплексе ELCUT 
используется разновидность метода конечных разностей – метод  
конечных элементов, который обладает большей вычислительной 
эффективностью благодаря использованию сетки с переменным 
шагом, построенной на основе треугольных шаблонов, размер 
которых уменьшается в областях, требующих уточненного расчета. 
Однако вычислительная суть данного метода не отличается 
принципиально от метода сеток.  

Моделирование проводится в программном комплексе ELCUT 
версии 5.1 и выше. 

 

∆yj+1 

∆xi+1 

∆yj 

∆xi 

i,j–1 

i,j+1 

i+1, j i–1, j i, j 

Рис. 1.1. Пятиточечный 
шаблон 
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1.2.2. Определение емкости по таблице потенциалов. 
Емкость системы является отношением заряда на электроде к 
напряжению между электродом и экраном: 

С = q/U.                                             (1.4) 

Поскольку чаще всего напряжение известно, задача расчета 
емкости сводится к расчету заряда на электроде. Из условия 
электронейтральности следует, что на экране будет такой же по 
модулю, но противоположный по знаку заряд, поэтому достаточно 
провести расчет только заряда на электроде путем интегрирования 
поверхностной плотности заряда. 

Расчет поверхностной плотности заряда ведется на основе 
граничного условия на поверхности проводника  

dn

d
Dn


 0 ,                                      (1.5) 

которое заменяется приближенным равенством  

,                                     (1.6) 

где  = k – э – приращение потенциала по нормали к поверхности; 
k – потенциалы узлов, ближайших к электроду; э – потенциал 
электрода; a – шаг между узлами с потенциалами k и э:  
a =х =y. Полный заряд электрода q находится как сумма зарядов 
qk на каждом шаге сетки по периметру электрода: 

1

,
f

k
k

q q


                                            (1.7) 

где f – полное число шагов по периметру электрода, а 

qk  = ·s = ·b·l,                                   (1.8) 

где b – длина шага по периметру электрода. Для 
плоскопараллельного поля целесообразно вычислять значения заряда 
на единицу длины системы, т.е. принять l = 1 м (в этой работе). 

Окончательно емкость системы определяется как 

U

q
C

f

k
k




 1 , 

где U – напряжение между электродами.  

a


 0
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Для описания многоэлектродной системы в присутствии экрана 
(или земли) используются частичные емкости. Уравнения, 
связывающие заряды на электродах с разностями потенциалов между 
электродами с помощью частичных емкостей, имеют вид: 

q1 = C11(ϕ1 – 0) + C12 (ϕ1 – ϕ2);                           (1.9) 
q2 = C21(ϕ2 – ϕ1) + C22 (ϕ2 – 0),                         (1.10) 

где ϕ1 и ϕ2 – потенциалы первого и второго электрода; C11, C22 – 
собственные емкости соответственно первого и второго электродов 
относительно экрана, имеющего нулевой потенциал; C12 = C21 – 
взаимная емкость электродов. 

При определении частичных емкостей системы электродов по 
распечатке таблицы потенциалов в узлах сетки пользуются 
уравнениями (1.9) и (1.10). Значения потенциалов электродов 
задаются таким образом, чтобы был отличен от нуля коэффициент 
только искомой частичной емкости.  Поэтому для определения С11 и 
С22 в системе из двух электродов и экрана следует задать ϕ0 = 0, 
ϕ1 = ϕ2 = A, где A – любое число; при расчете удобно принять 
значение A целым в пределах от 0 В до 100 В. По формулам (1.5)–
(1.8) вычисляются заряды электродов и определяются собственные 
емкости  

С11 = q1/ϕ1;                                        (1.11) 
С22 = q2/ϕ2.                                        (1.12) 

Для определения взаимной емкости С12 = С21 принять ϕ1 = 0 и 
ϕ2 = А и по формулам (1.9), (1.10) определить  

С12 = – q1/ϕ2 или                                     (1.13) 
С21 = – q2/ϕ1.                                       (1.14) 

Следует отметить, что заряды q1 и q2 получатся отрицательными. 
 
1.2.3. Определение емкости по картине поля. Для построения 

полной картины поля используется картина эквипотенциальных 
линий, получаемая с помощью программного пакета ELCUT. 
Cиловые линии самостоятельно вычерчиваются ортогонально 
электродам и эквипотенциалям, при этом рекомендуется сохранять 
постоянным приращения потока и потенциала, т.е. ячейки поля 
должны быть подобными прямоугольниками (квадратами). 
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По картине поля емкость одноэлектродной системы 
определяется по следующей формуле, аппроксимирующей 
уравнение (1.4): 

0 ,b MC l
a N

= εε ⋅ ⋅                                      (1.15) 

где M – число промежутков между силовыми линиями; N – число 

промежутков между эквипотенциалями; a
b

 – отношение средних 

размеров ячейки поля; l – длина системы по оси z. 
При определении частичных емкостей по картине поля в 

формуле (1.15) в качестве параметров M и N следует соответственно 
брать число силовых линий, соединяющих электроды, между 
которыми ищется частичная емкость, и число эквипотенциалей, 
которые эти линии пересекают. 

 
1.3. Описание моделируемой системы 

 
Исследуется поле, образованное прямоугольными 

металлическими электродами, сечение которых приведено на рис. 1.2. 

 
Рис. 1.2. Варианты моделируемой системы:  

а − с одним электродом; б – с двумя электродами 

x 

i1 i2 

n 1 

m 

 j2 

 j1 

i1 i2 

n 1 

m 

 j2 

l1 

l2 

 j1 

k1 k2 

a 

b c 

d 

∆x ∆y 

а б 

y 

x 

y 
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Поле таких электродов будет плоскопараллельным, так как не 
изменяется по оси z, перпендикулярной плоскости сечения. 
Электроды являются идеальными проводниками (σ = ∞), 
относительная диэлектрическая проницаемость межэлектродного 
пространства ε = 1. Один или два электрода помещаются в 
проводящий экран, формирующий периметр системы. 

 
1.4. Подготовка к работе 

 
1. Нарисуйте в масштабе поперечное сечение исследуемой 

системы в соответствии с рис. 1.2, а. Размеры экрана по оси x: 
L1 = n∆x см, по оси y: L2 = n∆y см, n – число шагов по оси x, m – по 
оси y, шаги сетки ∆x и ∆y выбрать равными. Подобрать параметры n, 
m, ∆x = ∆y так, чтобы L1 и L2 были в пределах от 0,1 до 100 см. 

2. Задайте положение электрода координатами левого 
верхнего угла b (i1, j1) и правого нижнего угла d (i2, j2) (см. рис. 1.2, а). 
Стороны электрода должны совпадать с узлами сетки. 

3. Запишите уравнение для расчета потенциалов 
электростатического поля в межэлектродном пространстве и 
граничные условия. 

4. Запишите разностную аппроксимацию уравнения Лапласа 
для узлов сетки и граничные условия для сеточной функции. 

 
1.5. Рабочее задание 

 
Определение емкости одноэлектродной системы в экране 
1. Запустите программный комплекс ELCUT и создайте задачу 

(«Файл» → «Создать задачу») (рис. 1.3). 
2. Задайте параметры системы: 
– длина системы 1 м; 
– тип задачи «Электростатическое поле»; 
– единицы длины «см»; 
– нажмите «Готово». 

3. Создайте прямоугольные экран и электрод (см. рис. 1.2, а): 
нажмите кнопку «Добавить фигуру» и задайте ее геометрические 
размеры (рис. 1.4). 
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а 

 

 
б 

Рис. 1.3. Создание задачи в ElСut 



14 

4. Нажмите «Физические свойства», в выпавшем списке 
щелкните правой кнопкой на «Метки блоков».  

5. Создайте метку блока «диэлектрик» (рис. 1.5). Выделите 
его. Установите его свойства – относительную диэлектрическую 
проницаемость ε = 1.   

6. Выделите блок «диэлектрик» и присвойте ему свойство 
метки «диэлектрик». Установите ручной шаг 1 см (см. рис. 1.5). 

7. Выделите ребра экрана кнопкой Ctrl, создайте метку ребра 
«экран», затем задайте ее свойства – потенциал U = 0.  

8. Проведите аналогичные действия с электродом, только 
укажите другой потенциал в пределах от 10 до 100 В (рис. 1.6). 

9. Постройте сетку в блоке «диэлектрик» (рис. 1.7). 
10. Задайте граничные условия, выделив ребра экрана, затем 

электрода и установите им соответствующую метку (рис. 1.8). 
11. Решите задачу, нажав соответствующую кнопку. 
12. Получите картину поля, соответствующую заданным 

граничным условиям (рис. 1.9). Рекомендуется просмотреть 
несколько картин поля, изменяя положение электрода и количество 
эквипотенциалей. 

13. Для управления числом эквипотенциалей щелкните правой 
кнопкой мыши, выберите «Свойства картины поля», отметьте 
«Изолинии потенциала» и установите масштаб – шаг по напряжению 
(см. рис. 1.9). 

14. Пользуясь клавишей PrtSc, для выбранного положения 
электрода и количества эквипотенциалей перенесите копию экрана 
(см. рис. 1.9) в программу Microsoft Word для построения силовых 
линий и расчета емкости по распечатанной картине поля. 

15. Экспортируйте таблицу потенциалов в узлах прямоугольной 
сетки, нажав «Файл» → «Экспорт поля». Введите значения настроек, 
как указано на рис. 1.10. 

16. Откройте результат экспорта в Microsoft Excel (столбцы A, 
B, C на рис. 1.11). 

17. Преобразуйте столбец C в таблицу потенциалов в узлах 
сетки, скопировав значения поблочно. Обратите внимание, как 
формируются изображения экрана и электрода, имеющих постоянные 
потенциалы.  
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Рис. 1.10. Настройки окна экспорта таблицы потенциалов 
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18. Полученная таблица потенциалов в узлах прямоугольной 
сетки с равномерным шагом соответствует пятиточечному шаблону, 
рассмотренному в теоретической части (см. рис. 1.1). 

19. Распечатайте картину эквипотенциальных линий  
(см. рис. 1.9) и таблицу потенциалов (см. рис. 1.11) на отдельных 
листах. 

20. Рассчитайте емкость системы по таблице потенциалов, 
пользуясь теоретическими сведениями, приведенными в п. 1.2.2. 

21. Постройте силовые линии поля, используя распечатку с 
картиной эквипотенциальных линий. 

22. По полученной картине поля рассчитайте емкость системы, 
пользуясь теоретическими сведениями, приведенными в п. 1.2.3. 

23. Рассчитайте емкость системы, пользуясь средствами 
ELCUT. 

24. Для этого нужно отобразить интегральный калькулятор и 
задать контур, в данном случае – электрод (рис. 1.12).  

25. Затем запустите Мастер вычисления емкостей, 
использование которого позволяет рассчитать емкость (рис. 1.13). 

26. Сравните емкости, полученные по таблице потенциалов, по 
картине поля и с применением Мастера вычисления емкостей. 

27. Рассчитайте и начертите вектор напряженности поля Ē в 
одной из точек картины поля, заданной по указанию преподавателя. 

28. Проверьте выполнение уравнения Лапласа в разностной 
форме (1.3) для одной из точек таблицы потенциалов, заданной по 
указанию преподавателя. 

 
Определение емкости двухэлектродной системы в экране 
29. В соответствии с рис. 1.2, б добавьте в систему второй 

прямоугольный электрод, повторив шаги 3–8. 
30. Создайте метку ребер «электрод 2», задайте потенциал 

второго электрода, отличающийся от потенциала первого электрода 
ϕ1 ≠ ϕ2 ≠ 0. Потенциал экрана установите равным нулю. 

31. Получите картину поля, соответствующую заданным 
граничным условиям, повторив шаги 9–12. Рекомендуется 
просмотреть несколько картин поля, изменяя положение электродов 
и количество эквипотенциалей. 
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32. Перенесите в программу Microsoft Word копию экрана 
картины эквипотенциальных линий в двухэлектродной системе, 
повторив шаги 13–14.  

33. Получите две таблицы потенциалов в узлах сетки для 
следующих потенциалов электродов, повторяя шаги 15–19:  

– при ϕ1 = ϕ2 ≠ 0;  
– при ϕ1 ≠ 0 и ϕ2 = 0. 

34. Распечатайте картину эквипотенциальных линий, 
полученную на шаге 32, и таблицы потенциалов, полученные на 
шаге 33, на отдельных листах. 

35. Рассчитайте частичные емкости системы по таблицам 
потенциалов, пользуясь теоретическими сведениями, приведенными 
в п. 1.2.2. 

36. Для этого рассчитайте значения зарядов на единицу длины 
системы по таблицам потенциалов и формулам (1.5)–(1.8). 

37. Затем определите собственные емкости C11 и C22 и 
взаимную емкость C12 = C21 по формулам (1.11)–(1.14). 

38. Постройте силовые линии поля, используя распечатку с 
картиной эквипотенциальных линий. Обратите внимание, что часть 
силовых линий будет соединять первый электрод с экраном, часть – 
второй электрод с экраном, а небольшая часть силовых линий будет 
соединять электроды между собой. 

39. По полученной картине поля рассчитайте частичные 
емкости системы, пользуясь теоретическими сведениями, 
приведенными в п. 1.2.3. 

40. Рассчитайте частичные емкости системы, пользуясь 
средствами ELCUT, повторив шаги 23–25. 

41. Заполните табл. 1.1 и проведите сравнение результатов 
расчета емкостей всеми методами. 

Таблица 1.1 

Емкость, 
пФ 

По таблице 
потенциалов 

По картине 
поля 

Из Мастера 
расчета емкостей 

Относительная 
погрешность, % 

Одноэлектродная система 
С     

Двухэлектродная система 
C11     
C22     

C12 = C21     
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42. Сделайте выводы по работе: сравните методы расчета 
емкостей и сопоставьте результаты расчета, полученные разными 
методами. 

 
Контрольные вопросы 

 
1. Запишите уравнение Лапласа в декартовой системе 

координат ([1], гл. 24.4; [2], § 19.19). 
2. Как уравнение Лапласа аппроксимируется на 

пятиточечном шаблоне с равномерной сеткой по координатам x и y 
([3], § 3.1)? 

3. Что означают граничные условия первого рода 
(внутренняя задача Дирихле) ([3], § 3.1, [2], § 19.20)? 

4. Какие граничные условия могут использоваться при 
решении уравнения Лапласа в электростатике ([1], гл. 24.5, 24.6)? 

5. Что называется картиной поля ([1], гл. 24.15, [2], § 19.44)? 
6. Каким образом выражается формула для расчета емкости 

по картине поля ([1], гл. 25.7)? 
7. Запишите граничные условия на границе раздела 

«проводник-диэлектрик» ([1], гл. 24.5, 24.6). 
8. Задана картина поля между двумя параллельными 

прямоугольными шинами: 16 силовых линий и 5 эквипотенциалей. 
Силовые линии и эквипотенциали образуют криволинейные 
квадраты, у которых средняя ширина равна средней длине. Найдите 
погонную емкость между шинами в воздухе ([1], гл. 25.7). 
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Лабораторно-практическая работа № 2 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОСКОМЕРИДИАННОГО ПОЛЯ  
КРАЯ КАБЕЛЯ 

 
2.1. Цель и задачи занятия 

 
Цель: изучить математическое моделирование 

плоскомеридианного поля методом конечных разностей на примере 
электрического поля края кабеля.  

Задачи: в результате выполнения работы студенты должны: 
– знать методы анализа поля заряженных электродов в 

цилиндрических координатах; 
– уметь решать на ЭВМ краевую задачу с граничными 

условиями второго рода; 
– уметь рассчитывать частичные емкости в 

плоскомеридианном поле. 
 

2.2. Краткие теоретические сведения 
 
2.2.1. Уравнение Лапласа для плоскомеридианного поля. 

Плоскомеридианным полем называется поле, потенциал и 
напряженность которого в каждой точке, заданной цилиндрическими 
координатами r, z и α, не зависят от угла α. В этом случае картина 
поля будет одинаковa в любой плоскости, проходящей через ось z. 
Пример такого поля – электростатическое поле у края коаксиального 
кабеля, если ось жилы совпадает с координатой z в цилиндрической 
системе координат (рис. 2.1). 

Электростатическое поле удовлетворяет уравнению Лапласа: 

02 =∇ U , 
где U – потенциал поля, являющийся функцией только двух 
координат r и z. 

В цилиндрической системе координат для плоскомеридианного 
поля уравнение Лапласа можно записать в виде: 

2

21 0U Ur .
r r r z

∂ ∂ ∂ ⋅ + = ∂ ∂  ∂
                             (2.1) 



29 

R1, Lж – радиус и длина жилы кабеля 
R2, Lоб – радиус и длина оболочки кабеля 

L1, L2 – длины рабочих областей по оси r и z соответственно 

Рис. 2.1. Моделируемая система 

Аналитическое решение уравнения (2.1) в рассматриваемом 
случае неизвестно. Решение этой задачи можно провести численно на 
основе метода сеток. 

Дифференциальное уравнение (2.1) заменим разностным 
уравнением для пятиточечного шаблона с равномерным шагом ∆r по 
оси r, ∆z по оси z (рис. 2.2) и получим: 

( ) ( )1 1

1 1
2

1 1
2 2

2
0

i , j i , j i , j i , j

i , j i , j i , j

U U U U
i r i r

r r
r i r

U U U
z

+ −

+ −

− −   + ∆ − − ∆   ∆ ∆    +
∆ ⋅ ⋅ ∆
+ − ⋅

+ =
∆

или при ∆r = ∆z: 

04
2
11

2
11 1111 =−++








⋅
−+








⋅
+ −+−+ j,ij,ij,ij,ij,i UUUU

i
U

i
,       (2.2) 

где i – номер шага по оси r,  j – номер шага по оси z. 
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Рис. 2.2. Пятиточечный шаблон в цилиндрической системе координат 
 
2.2.2. Граничные условия. Рассматриваемая краевая задача в 

цилиндрической системе координат решается с граничными 
условиями первого и второго рода (задача Неймана). Это значит, что 
на части границ заданы потенциалы (условия первого рода), а на 
оставшейся части – производные потенциалов, то есть фактически 
напряженность поля (условия второго рода). 

Уравнение (2.2) должно выполняться для каждого узла 
равномерной сетки, в том числе и на границах. Расчетную область 
O'ОABCDEE'O' (см. рис. 2.1) выберем следующим образом. Чтобы 
использовать условие плоскомеридианности поля, за границу области 
возьмем сторону O′E′, проведенную на расстоянии одного шага от 
оси, тогда условие симметрии выразится в виде ( ) ( )j,Uj,U 11 +=− , 
причем значения функции в узлах (–1, j) и (+1, j) будут 
пересчитываться в процессе счета. На участке ВС в уравнение (2.2) 
ставится условие симметрии Ui,+1 = Ui,–1. Здесь граничные условия 
второго рода. 

Сторону DC проведем на таком расстоянии от конца кабеля, где 
влияние краевых эффектов мало: Lоб ≈ (2…3)⋅R2. 

На участке AB распределение потенциала будет соответствовать 
распределению в сечении длинного кабеля: 

1
0

2

1

ln
( )

ln
i , a b a

R
RU U U U R
R

= + −  , 

где Ua, Ub – потенциалы жилы и оболочки соответственно. Так как 
стороны СD и Е′D проводятся на большом расстоянии, то 

z 

  

r 
i, j-1 

i, j i-1, j 

i, j+1 
∆z 

∆r 

r 

i+1, j 
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на указанных границах Ui,j = 0, практически выбирается 
ОС ≈ (4…5)·R2, ОE ≈ ( 3…4 )·Lж. На участке ОА Ui,0 = Ua. Здесь 
граничные условия первого рода. 

Решение задачи проводится итерационным методом на ЭВМ, в 
качестве нулевого приближения выбирается линейное распределение 
потенциала между оценками граничных условий.  

 
2.2.3. Расчет емкостей в плоскомеридианном поле. Расчет 

емкости с использованием таблицы потенциалов проводится путем 
определения поверхностной плотности заряда из граничного условия 
на поверхности проводника  

dn
dUDn 0εε==σ , 

которое заменяется приближенным равенством  

a
U
∆
∆

εε=σ 0 , 

где ∆U = Uk – Uэ – приращение потенциала по нормали к 
поверхности; Uk – потенциалы узлов, ближайших к электроду; Uэ – 
потенциал электрода; ∆a – шаг сетки между узлами с потенциалами 
Uk и Uэ. При расчете плотности заряда по боковой поверхности 
∆a = ∆r. При расчете плотности заряда по торцу жилы ∆a = ∆z. 

Полный заряд электрода q находится как сумма зарядов ∆qk на 
каждом шаге сетки по периметру электрода: 

1
,

f

k
k

q q
=

= ∆∑  

где f – полное число шагов, а 
∆qk = σ∆s, 

причем площадь ∆s для боковой поверхности жилы определяется как 
∆sбок = 2πR1∆z, 

а для торца жилы: 
∆sт = π[(i+1) ∆r]2 – π(i∆r)2, 

где i – номер шага. 
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Емкость системы определяется как 
qC
U

= , 

где U – напряжение между электродами. 
При определении емкости по картине поля силовые линии 

проводятся ортогонально электродам и эквипотенциалям, при этом 
рекомендуется сохранять постоянным приращение потока, т.е. ячейки 
поля должны быть подобными прямоугольниками (квадратами). 

Из теоремы Гаусса заряд можно определить как 

E
S

msdEq ψ∆εε=εε= ∫ 00 ,
 

где s – замкнутая поверхность, охватывающая один электрод; m – 
число промежутков между силовыми линиями; ΨE – поток вектора E 
через промежуток между силовыми линиями на единицу длины 
системы. 

Если число промежутков между эквипотенциалями равно n, то 

k

E

k

E

Un
m

Un
mC

∆
ψ∆

εε=
∆

ψ∆εε
= 0

0
. 

Из правил построения картины плоскомеридианного поля 
следует, что 

k
ar

bU
kk

k

E

k =
∆π

∆
==

ψ∆
∆

2
const . 

Определив по любой из ячеек постоянную k, можно вычислить 
емкость 

nk
mC 0εε=  . 

 
2.3. Описание моделируемой системы 

 
Продольное сечение моделируемой системы приведено на  

рис. 2.1. Сеткой покрыта моделируемая область вблизи края 
коаксиального кабеля. Жила кабеля выступает из оболочки. На 
первом этапе моделирования исследуется цилиндрический край 
оболочки, на втором проводится закругление оболочки для снижения 
напряженности поля вблизи ее края. 
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Жила и оболочка (экран) являются идеальными проводниками 
(σж = ∞), а относительная диэлектрическая проницаемость 
межэлектродного пространства ε = 1. 

Моделирование проводится в программном комплексе ELCUT, 
где выбирается осесимметричная задача с расчетом 
электростатического поля в декартовых координатах. 

 
2.4. Подготовка к работе 

 
1. Нарисуйте в масштабе поперечное сечение исследуемой 

системы в соответствии с рис. 2.1. 
2. Запишите уравнение для расчета потенциалов 

электростатического поля цилиндрических координатах и граничные 
условия первого и второго рода. 

3. Запишите разностную аппроксимацию уравнения Лапласа 
для узлов сетки и граничные условия для сеточной функции. 

 
2.5. Рабочее задание 

 
1. Создайте осесимметричную задачу с расчетом 

электростатического поля в декартовых координатах. Обратите 
внимание на положение осей r и z: ось x экрана соответствует оси z, 
ось y экрана соответствует оси r в цилиндрической системе 
координат (рис. 2.3). 

2. Начертите расчетную область в первой четверти 
координатной плоскости. Расположите жилу, экран и границы 
области в соответствии с рекомендациями по размерам сторон OC и 
OE. Точка O должна совпадать с началом координат (рис. 2.4). 

3. Нажмите «Физические свойства», в выпавшем списке 
щелкните правой кнопкой «Метки блоков».  

4. Создайте метку блока «диэлектрик». Выделите его. 
Установите свойства – относительную диэлектрическую 
проницаемость ε = 1.  

5. Выделите блок «диэлектрик» и присвойте ему свойства 
метки «диэлектрик». Установите шаг: ручной, 1 см. 

6. Создайте метки ребер «экран», «жила», «далеко». 
Установите потенциал метки «далеко», равный 0 В, потенциал 
«экрана» – от 10 до 50 В, потенциал «жилы» – 0 В.  
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7. Ребрам CD и DE присвойте метку «далеко». 
8. Эти метки задают граничные условия первого рода.  
9. На границах AB, BC, EF действуют граничные условия 

второго рода. Для них не надо задавать специально метку. 
10. Проведите решение задачи (рис. 2.5). 
11. Экспортируйте поле в Microsoft Excel (потенциал и 

напряженность поля) по методике, приведенной в лабораторной 
работе № 1. 

12. Рассчитайте напряженность поля вблизи края оболочки по 
величинам потенциалов в узлах сетки и по картине поля, сравните с 
расчетом ELCUT. Результаты занесите в табл. 2.1. 

13. Закруглите край оболочки, добавив полуокружность на 
конце экрана, как показано на рис. 2.6. Присвойте ребру-
полуокружности метку «экран». 

14. Получите решение задачи с закруглением оболочки кабеля.  
15. Экспортируйте поле в Microsoft Excel (потенциал и 

напряженность поля) по методике, приведенной в лабораторной 
работе № 1. 

16. Рассчитайте напряженность поля вблизи края оболочки с 
закруглением по величинам потенциалов в узлах сетки и по картине 
поля, сравните с расчетом ELCUT. Результаты занесите в табл. 2.1. 

17. Сравните напряженность поля вблизи края незакругленной 
и закругленной оболочки. Объясните эффект снижения 
напряженности поля. 

18. Определите краевую емкость кабеля по таблице 
потенциалов, по картине поля и с помощью мастера вычисления 
емкостей ELCUT по методике, приведенной в работе 1. Результаты 
занесите в табл. 2.2. 

19. Сделайте выводы по работе: укажите особенности работы 
в цилиндрической системе координат, опишите, где напряженность 
поля максимальна и как ее уменьшить. 
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Таблица 2.1 
Напряженность 

поля вблизи края 
оболочки, В/м 

По таблице 
потенциалов 

По картине 
поля 

Расчет 
ELCUT 

Относительная 
погрешность, % 

Незакругленный край оболочки 
E     

Закругленный край оболочки 
E     

 
Таблица 2.2 

Емкость, пФ По таблице 
потенциалов 

По картине 
поля 

Из Мастера 
расчета 

емкостей 

Относительная 
погрешность, % 

Незакругленный край оболочки 
С     

Закругленный край оболочки 
C     

 

 
Контрольные вопросы 

 
1. Запишите уравнение Лапласа в цилиндрической системе 

координат для плоскопараллельного поля ([2], § 19.8, 19.9, [8], разд. 3.2). 
2. Чем отличается уравнение Лапласа в цилиндрической системе 

координат от уравнения в декартовой системе ([2], § 19.8, 19.9)? 
3. Получите двухмерное разностное уравнение на 

пятиточечном шаблоне в цилиндрической системе координат, если 
Δr = Δz ([3], § 3.4; [8], разд. 3.2). 

4. С какой целью и как скругляется острый край оболочки 
коаксиального кабеля ([8], разд. 3.2)? 

5. Какие граничные условия используются при решении 
рассматриваемой задачи и в чем их суть ([2], § 19.22, 19.23)? 

6. Поясните с использованием чертежа выражение 
ΔSбок. = 2πr1·Δz для расчета площади боковой поверхности жилы ([8], 
разд. 3.2). 

7. Используя аналогию полей, определите сопротивление 
изоляции коаксиального кабеля с радиусом жилы r1, внешней 
оболочки r2 и длиной l. Удельная проводимость изоляции γ ([1], 
гл. 26.5; [2], § 20.7).   
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Лабораторно-практическая работа № 3 
 

ЦИЛИНДР В ОДНОРОДНОМ ВНЕШНЕМ ПОЛЕ 
 

3.1. Цель и задачи занятия 
 
Цель: изучить моделирования поля диэлектрического и 

проводящего цилиндра, помещенного в однородное внешнее поле с 
напряженностью Ē0.  

Задачи: в результате выполнения работы студенты должны: 
– знать аналитическое решение для потенциала и 

напряженности поля внутри и снаружи цилиндра; 
– знать решения аналогичных задач; 
– знать практические следствия искажения поля вблизи 

диэлектрического и проводящего цилиндров; 
– уметь строить эквипотенциали и силовые линии. 
 

3.2. Краткие теоретические сведения 
 
3.2.1. Диэлектрический цилиндр в однородном внешнем поле. 

В однородное внешнее поле вносится диэлектрический цилиндр, ось 
которого перпендикулярна вектору напряженности внешнего поля. 
Обозначим относительную диэлектрическую проницаемость 
цилиндра ε1, внешней среды – ε2. Требуется найти результирующее 
поле в средней части системы, где влиянием краев цилиндра можно 
пренебречь, что равносильно рассмотрению бесконечно длинного 
цилиндра. В таком случае в цилиндрической системе координат, ось 
которой совпадает с осью цилиндра, поле оказывается 
плоскопараллельным, так как зависит только от координат α и r, и 
одинаковым для любого z (рис. 3.1).  

Распределение потенциала будет определяться решением 
уравнения Лапласа, которое в цилиндрической системе координат 
для плоскопараллельного поля имеет вид: 

2

2 2

1 0r .
r r r r
∂ ∂ ∂  + = ∂ ∂ ∂α 

ϕ ϕ                              (3.1) 

Для рассматриваемой задачи уравнение имеет аналитическое 
решение.  
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Рис. 3.1. Диэлектрический цилиндр в однородном внешнем поле 

При решении уравнения (3.1) используются следующие 
граничные условия. 

1. Решение в особых точках: 
– на оси цилиндра при r = 0,    φ = 0;                   (3.2) 
– при r = ∞, Ē = Ē0, или φ = – E0 r сosα.               (3.3) 

2. На границе раздела двух сред при r = a: 
– E1α = E2α,  или   φ1  = φ2;                                       (3.4) 

– D1r = D2r,  или  rr ∂
ϕ∂

εε=
∂
ϕ∂

εε 2
20

1
10 .                           (3.5) 

В обозначениях индекс 1 соответствует внутренней области, 
индекс 2 – внешней. 

Кроме того, из условий симметрии поля относительно оси х 
следует: 

φ(α) = φ(–α).                                            (3.6) 
Используя метод разделения переменных, можно убедиться в 

том, что потенциал является периодической функцией α и может 
быть представлен рядом Фурье, который в соответствии с формулой 
(3.6) содержит только четные функции. 

Записывая решения уравнения Лапласа (3.1) для внутренней и 
внешней областей в виде рядов Фурье и учитывая граничные условия 
(3.2)–(3.5), можно получить: 

ēα 
ēr 

Ē0r 

Ē0α 

Ē0 
r 

α 

a 

ε2 ε1 

 

y 

x 

Ē0 

2 1 
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2
1 0

1 2

2 cos ,E rε
= − ⋅ ⋅ α

ε + ε
ϕ                                  (3.7) 

α⋅
ε+ε
ε−ε

+α⋅⋅−=ϕ coscos
2

21

21
002 r

aErE .                    (3.8) 

Учитывая, что r · cosα = x, получаем, что напряженность 
электрического поля внутри цилиндра имеет только горизонтальную 
составляющую и постоянно, то есть E1 = const при r ≤ a. 

21

2
0

1
11

2
ε+ε

ε
=

∂
ϕ∂

−== E
x

EE x .                               (3.9) 

По распределению потенциала определяем напряженность поля 
ϕ−= gradE  по двум составляющим E2r и E2α. 

α







⋅

ε+ε
ε−ε

+=
∂
ϕ∂

−= cos1 2

2

21

21
0

2
2 r

aE
r

E r ,                  (3.10) 

α







ε+ε
ε−ε

+−=
α∂
ϕ∂

−=α sin11
2

2

21

21
0

2
2 r

aE
r

E .                (3.11) 

Полученный результат объясняет, почему внутри инородных 
включений внутри диэлектрика, имеющих меньшую 
диэлектрическую проницаемость, напряженность поля может заметно 
возрастать. Это способствует развитию пробоя и повреждению 
изоляции из-за разряда, начинающегося внутри включения. Так, в 
пределе при ε2>>ε1 напряженность поля внутри нитевидного 
включения удваивается. При ε2<<ε1 напряженность удваивается по 
сравнению с E0 с внешней стороны цилиндра в точках 1 и 2 
(см. рис. 3.1), называемых полюсами (r = a, α = 0; r = a, α = π). 
Крайний случай ε1 → ∞ соответствует проводящему цилиндру в 
диэлектрической среде; такой случай рассмотрен отдельно в п. 3.2.3. 

Такое искажение поля можно объяснить возникновением 
связанных зарядов на поверхности цилиндра. Плотность связанных 
зарядов определяется разностью радиальных составляющих векторов 
поляризации 

σсвяз = P1r – P2r, 
где P = ε0(ε – 1)E, ε0 = 8,86·10–12 Ф/м. 
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3.2.2. Аналогичные задачи. Полученное решение задачи может 
быть применено для расчета поля цилиндрического магнитного 

стержня в однородном поперечном магнитном поле 0H . Для этого в 
выражениях (3.7)–(3.11) следует заменить εε0 на µµ0, E на H, а ϕ 
считать скалярным магнитным потенциалом ϕм.  

Решение для скалярного магнитного потенциала будет иметь 
следующий вид: 

α⋅⋅
µ+µ

µ
−=ϕ cos2

21

2
0м1 rH , 

α⋅
µ+µ
µ−µ

+α⋅⋅−=ϕ coscos
2

21

21
00м2 r

aHrH , 

где µ1 – относительная магнитная проницаемость стержня,  
µ2 – относительная магнитная проницаемость внешней среды. 

Напряженности магнитного поля внутри и вне цилиндра 
запишутся следующим образом: 

21

2
01

2
µ+µ

µ
= HH  , 

α







⋅

µ+µ
µ−µ

+= cos1 2

2

21

21
02 r

aHH r , 

α







µ+µ
µ−µ

+−=α sin1 2

2

21

21
02 r

aHH . 

При решении задачи расчета поля круглого проводящего 
стержня в однородном внешнем поперечном поле Ē0 в проводящей 
среде, в формулах (3.7)–(3.11) достаточно заменить εε0 на удельную 
электропроводность γ. Решение для потенциалов и напряженностей 
электрического поля растекания токов будет иметь следующий вид: 

α⋅⋅
γ+γ

γ
−=ϕ cos2

21

2
01 rE , 

α⋅
γ+γ
γ−γ

+α⋅⋅−=ϕ coscos
2

21

21
002 r

aErE , 

21

2
01

2
γ+γ

γ
= EE  , 
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α







⋅

γ+γ
γ−γ

+= cos1 2

2

21

21
02 r

aEE r , 

α







γ+γ
γ−γ

+−=α sin1 2

2

21

21
02 r

aEE , 

где γ1 – проводимость стержня, γ2 – проводимость среды. 
 
3.2.3. Проводящий цилиндр в однородном внешнем поле в 

диэлектрике. В однородное внешнее поле в диэлектрике с 
напряженностью Ē0 вносится проводящий цилиндр, ось которого 
перпендикулярна вектору Ē0. Диэлектрическая проницаемость 
внешней среды ε, удельная электропроводность цилиндра γ (рис. 3.2). 

Распределение потенциала φ будет определяться решением 
уравнения Лапласа (3.1), которое также можно получить в 
аналитическом виде на основе метода разделения переменных. 
Отличие от решения для диэлектрического цилиндра заключается в 
несколько иных граничных условиях. 

 

 
 

Рис. 3.2. Проводящий цилиндр в однородном внешнем поле 
 
При решении уравнения (3.1) для случая проводящего цилиндра 

используются следующие граничные условия. 
1. Решение в особых точках: 

– внутри цилиндра при r < a,    φ1 = 0,                                   (3.12) 
так как проводящее тело в условиях электростатики сохраняет 

неизменным свой потенциал; 
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– при r = ∞, Ē = Ē0,  или φ2 = – E0 r сosα.                                (3.13) 
2. На границе раздела двух сред «проводник-диэлектрик»: 

– φ1  = φ2  = 0;                                                                             (3.14) 
– D2r = σсвоб,                                                                               (3.15) 

то есть касательные составляющие векторов напряженности E  и 

электрической индукции D  отсутствуют. 
В выражениях (3.12)–(3.15) индекс 1 соответствует внутренней 

области, индекс 2 – внешней. 
Записывая решения уравнения Лапласа (3.1) для внешней 

области в виде ряда Фурье и учитывая граничные условия  
(3.12)–(3.15), можно получить: 

01 =ϕ ,                                           (3.16) 

α+α⋅⋅−=ϕ coscos
2

002 r
aErE .                     (3.17) 

По распределению потенциала определяем напряженность поля 

ϕ−= gradE  по двум составляющим E2r и E2α. 
E1 = 0; 

α







+=

∂
ϕ∂

−= cos1 2

2

0
2

2 r
aE

r
E r ;                        (3.18) 

α







+−=

α∂
ϕ∂

−=α sin11
2

2

0
2

2 r
aE

r
E .                     (3.19) 

Проанализировав выражения (3.18)–(3.19), получаем, что 
искажение поля во внешней области будет наибольшим вблизи 
цилиндра, в точках 1 и 2 (см. рис. 3.2), называемых полюсами, где 
напряженность поля Ē в диэлектрике возрастает в 2 раза по 
сравнению с Ē0. Полученный результат объясняет, почему при 
помещении проводника внутрь диэлектрика около него развивается 
пробой и повреждается изоляция.  

Искажение поля можно объяснить возникновением свободных 
зарядов на поверхности цилиндра. Плотность свободных зарядов 
определяется радиальной составляющей вектора электрической 
индукции  

σсвоб = D2r = εε0E2r. 
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3.2.4. Построение эквипотенциалей и силовых линий внутри 
и вне цилиндра по известным уравнениям. Чтобы получить картину 
поля, нужно построить семейство эквипотенциальных и силовых 
линий.  

Эквипотенциали строятся по уравнениям (3.7)–(3.8) через 
равные приращения Δφ. Поскольку потенциал φ определяется двумя 
координатами r и α, то построение эквипотенциали следует вести 
следующим образом. Задавшись потенциалом φ1, в выражение (3.7) 
подставляют конкретные значения координаты r1 и определяют 
вторую координату α1. Затем задают r2 > r1 и аналогично определяют 
α2, и так далее до достижения r = a. При r > a используют выражение 
(3.8) и продолжают вести эквипотенциаль во внешней области таким 
же образом. Силовые линии проводятся через равные приращения 
потока ∆ΨE. Следует отметить, что программы моделирования поля 
на ЭВМ, как правило, не строят силовые линии, ограничиваясь 
отрисовкой векторов напряженности поля в узлах сетки. 

Уравнение силовой линии в общем случае (рис. 3.3) имеет вид: 

[ ] 0=dl E , 

где dl – элемент силовой линии. 
Данное уравнение можно представить в виде: 

α

α
=

E
rd

E
dr

r
.                                         (3.20) 

Для внутренней области диэлектрического цилиндра поле 
однородно и направлено по оси x (3.9), для внешней области после 
подстановки (3.10) и (3.11) в (3.20) и интегрирования получаем 
параметрическое уравнение силовой линии: 

α=
+

ε+ε
ε−ε

sin
2

21

212
C

ra

r ,                       (3.21) 

где С – постоянная интегрирования, определяемая положением точки 
(r, α), через которую проводится силовая линия. 

Во внутренней области проводящего цилиндра поле имеет 
нулевую напряженность, силовые линии будут заканчиваться на 
свободных зарядах на поверхности цилиндра. 
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Рис. 3.3. Силовая линия электрического поля 

 
3.3. Описание моделируемой системы 

 
В данной работе исследуется поле вблизи бесконечно длинного 

цилиндра, помещенного в поперечное однородное поле. Такая задача 
имеет аналитическое решение, которое в работе сравнивается с 
численным решением, полученным в программном комплексе 
ELCUT. Рассматриваются два варианта цилиндра – диэлектрический 
и проводящий (см. рис. 3.1 и 3.2). 

 
3.4. Подготовка к работе 

 
1. Нарисуйте в масштабе поперечное сечение исследуемой 

системы в соответствии с рис. 3.1.  
2. Запишите уравнение для расчета потенциала 

электростатического поля в цилиндрической системе координат и 
граничные условия. 

3. Запишите решение уравнения для потенциала и 
напряженности электростатического поля внутри и вне 
диэлектрического цилиндра в цилиндрической системе координат. 

4. Запишите выражение для определения плотности связанных 
зарядов на поверхности диэлектрического цилиндра. 

5. Запишите решение уравнения для потенциала и 
напряженности электростатического поля вне проводящего цилиндра 
в цилиндрической системе координат. 

6. Запишите выражение для определения  плотности 
свободных зарядов на поверхности проводящего цилиндра. 

 

Силовая линия 

dl 

dr 

E 

Eα 

Er 

  

rdα 
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3.5. Рабочее задание 
 
Диэлектрический цилиндр в однородном внешнем поле 
1. В программном комплексе ELCUT c помощью раздела 

«Создание задачи» создайте задачу типа «электростатическое поле», 
класс модели – «плоская», координаты – «полярные» (аналогично 
рис. 2.3). 

2. Добавьте фигуру – окружность с центром в точке (0, 0) и 
радиусом 1 метр. 

3. Добавьте фигуру – прямоугольник с центром в точке (0, 0), 
шириной и высотой 5 метров (аналогично рис. 1.4). 

4. Постройте сетку во всех областях (аналогично рис. 1.7). 
5. С помощью вкладки «Физические свойства» создайте 

метки блоков «цилиндр» и «диэлектрик». Установите свойства меток 
блоков: диэлектрические проницаемости ε1=5 и ε2=10 соответственно 
(рис. 3.4).  

6. Выделите окружность и присвойте ей метку блока 
«цилиндр». Прямоугольной фигуре присвойте метку блока 
«диэлектрик». 

7. Создайте метки ребер «левый» и «правый», установите 
потенциалы 500 В и –500 В соответственно (рис. 3.5). Так задается 
напряженность внешнего поля E0:  

(500–(–500)) В / 5 м = 1000 В / 5 м = 200 В/м. 
8. Выделите левое ребро прямоугольника, присвойте метку 

«левый», для правого – «правый». На этих ребрах получаются 
граничные условия первого рода, а на верхнем и нижнем – второго 
рода (по умолчанию). 

9. Получите решение задачи для ε1 < ε2 (цветная карта – 
диэлектрическая проницаемость).  

10. Во вкладке «Свойства картины поля» выберите количество 
эквипотенциалей и силовых линий (изменяя масштаб и шаг сетки); 
выберите вариант цветной карты «Прочие величины» → 
«Проницаемость». Пример показан на рис. 3.6.  

11. Получите решение задачи для ε1 > ε2. Пример показан на 
рис. 3.7. 
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12. Сравните полученные решения, сделайте вывод о влиянии 
соотношения диэлектрических проницаемостей на картину поля. 

13. Распечатайте на отдельных листах картины поля для ε1 < ε2 
и ε1 > ε2.  

14. Начертите силовые линии перпендикулярно 
эквипотенциалям. 

15. Нажмите кнопку «Добавить к контуру» и выберите «Половина 
круга (180°)». Нарисуйте окружность из двух полуокружностей 
снаружи цилиндра в непосредственной близости от него. 

16. Нажмите кнопку «График» для вывода распределения 
напряженности вдоль контура окружности. Щелкните на вкладке 
«Напряженность» и отметьте нормальную и тангенциальную 
оставляющие напряженности Et и En. Найдите точку с максимальной 
напряженностью. 

17. Определите координаты найденной точки с максимальной 
напряженностью. Пользуясь формулами (3.10)–(3.11), определите 
напряженность поля в данной точке. Сравните результаты 
аналитического и численного расчета. 

18.  Примите внешнюю среду за воздух, то есть установите 
ε2 = 1, величину ε1 установите от 2 до 4. Получите картину поля 
аналогично рис. 3.7 и распечатайте на отдельных листах в 
3 экземплярах. На одном листе начертите линии вектора 

электрической индукции D , на другом – линии вектора 

напряженности E , на третьем – линии вектора поляризации iP . 
Покажите связь векторов 

iii PED +ε= 0 . 

19. Через точку r = a/2, α = π/4 для внутренней области 
рассчитайте и проведите на распечатке, полученной в шаге 13, 
эквипотенциаль внутри цилиндра и продолжите ее вне цилиндра, 
используя формулы (3.7) и (3.8). 

20. Для той же точки рассчитайте постоянную С по формуле 
(3.35) и проведите силовую линию внутри и вне цилиндра. 

21. Сравните результаты аналитического и численного расчета 
поля. 

22. Сделайте вывод об искажении поля в однородном 
диэлектрике при внесении в него диэлектрического цилиндра. 
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Проводящий цилиндр в однородном внешнем поле 
23. Создайте новую задачу для расчета поля проводящего 

цилиндра, повторив шаги 1–4. 
24. С помощью вкладки «Физические свойства» создайте 

метки блоков «цилиндр» и «диэлектрик». Установите свойства метки 
блока «диэлектрик» ε = 5.  

25. Выделите окружность и присвойте ей метку блока «цилиндр». 
Прямоугольной фигуре присвойте метку блока «диэлектрик». 

26. Повторите шаги 7–8 для задания напряженности внешнего 
поля. 

27. Для расчета электростатического поля проводящего 
цилиндра создайте метку ребер «цилиндр» и установите в свойствах – 
изолированный проводник (рис. 3.8). Присвойте окружности метку 
«цилиндр». 

28. Проведите расчет. Выведите эквипотенциали, векторы 
напряженности E, цветную карту напряженности поля. Пример 
показан на рис. 3.9.  

29. Распечатайте на отдельном листе полученную картину 
поля. Начертите силовые линии перпендикулярно эквипотенциалям. 

30. Нажмите кнопку «Добавить к контуру» и выберите «Половина 
круга (180°)». Нарисуйте окружность из двух полуокружностей снаружи 
цилиндра в непосредственной близости от него. 

31. Нажмите кнопку «График» для вывода распределения 
напряженности вдоль контура окружности. Щелкните на вкладке 
«Напряженность» и отметьте нормальную и тангенциальную 
оставляющие напряженности Et и En. Найдите точку с максимальной 
напряженностью. 

32. Определите координаты найденной точки с максимальной 
напряженностью. Пользуясь формулами (3.18)–(3.19), определите 
напряженность поля в данной точке. Сравните результаты 
аналитического и численного расчета. 

33. Через точку r = 3a/2, α = π/4 для внешней области 
рассчитайте и проведите на распечатке, полученной в шаге 29, 
эквипотенциаль снаружи цилиндра, используя формулу (3.17). 

34. Для той же точки рассчитайте постоянную С по формуле 
(3.21) и проведите силовую линию. 

35. Сравните результаты аналитического и численного расчета 
поля. 

36. Сделайте вывод об искажении поля в однородном 
диэлектрике при внесении в него проводящего цилиндра. 
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Контрольные вопросы 
 
1. Запишите уравнение Лапласа в цилиндрической системе 

координат. В каких случаях и почему поле цилиндра можно считать 
плоскопараллельным ([1], гл. 24.18; [2], § 19.42)? 

2. Какие граничные условия используются при решении 
рассматриваемой задачи на границе раздела двух сред ([1], гл. 24.18; 
[2], § 19.42)? 

3. Какие граничные условия соблюдаются при r = 0 и r = ∞ для 
диэлектрической среды ([1], гл. 24.18; [2], § 19.42)? 

4. В чем суть метода разделения переменных ([1], гл. 24.24)? 
5. Как использовать формальную аналогию между 

электростатическим и магнитостатическим полем для расчета поля 
цилиндрического магнитного стержня в однородном поперечном 
магнитном поле ([1], гл. 27.19)? 

6. Каково соотношение между магнитными проницаемостями 
µ1 и µ2, если густота силовых линий внутри цилиндра меньше, чем во 
внешнем пространстве с магнитной проницаемостью µ1 ([1], 
гл. 27.20)? 

7. При каком соотношении ε1/ε2 напряженность внутри 
цилиндра увеличивается в 1,75 раз ([1], гл. 24.18; [2], § 19.42)? 

8. Как изменится напряженность электрического поля в точках 
с координатами r = a, α = 0 и r = a, α = π, если ε2 << ε1 ([1], гл. 24.18; 
[2], § 19.42)? 
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Лабораторно-практическая работа № 4 
 

ШАР В ОДНОРОДНОМ ВНЕШНЕМ ПОЛЕ 
 

4.1. Цель и задачи занятия 
 
Цель: изучить моделирования поля диэлектрического и 

проводящего шара, помещенного в однородное внешнее поле с 
напряженностью Ē0.  

Задачи: в результате выполнения работы студенты должны: 
– знать аналитическое решение для потенциала и 

напряженности поля внутри и снаружи шара; 
– знать решения аналогичных задач; 
– знать практические следствия искажения поля вблизи 

диэлектрического и проводящего шаров; 
– уметь строить эквипотенциали и силовые линии 

плоскомеридианного поля в сферической системе координат. 
 

4.2. Краткие теоретические сведения 
 
4.2.1. Диэлектрический шар в однородном внешнем поле. 

В однородное внешнее поле вносится диэлектрический шар. 
Обозначим относительную диэлектрическую проницаемость шара ε1, 
внешней среды – ε2. Требуется найти результирующее поле внутри и 
вне шара. Центр шара с радиусом a совмещаем с началом 
сферической системы координат, направив ось z по направлению 
внешнего поля Ē0 (рис. 4.1). В таком случае поле зависит только от 
координат r (радиус) и θ (широтный угол) и не зависит от координаты 
α (меридианный угол). Это значит, что в любой меридианной 
плоскости (α = const) поле одинаково. Такое поле называется 
плоскомеридианным. Распределение потенциала будет определяться 
решением уравнения Лапласа, которое в сферической системе 
координат имеет вид: 

2

2 2

1 ( ) 1 0r sin
r r r sin
∂ ∂ ∂ + θ = ∂ θ ∂θ ∂θ 

ϕ ϕ
.                     (4.1) 

Для рассматриваемой задачи уравнение будет иметь 
аналитическое решение. 
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Рис. 4.1. Диэлектрический шар в однородном внешнем поле 

При решении уравнения (4.1) используются следующие 
граничные условия. 
1. Решение в особых точках: 

– в центре шара при r = 0,    φ = 0;                         (4.2) 
– при r = ∞,    Ē = Ē0, или φ = – E0 r сosθ.               (4.3) 

2.  На границе раздела двух сред: 
– E1θ = E2θ,  или φ1  = φ2,                                        (4.4) 

– D1r = D2r,  или  
rr ∂
ϕ∂

εε=
∂
ϕ∂

εε 2
20

1
10 .                       (4.5) 

Здесь индекс 1 соответствует внутренней области, индекс 2 – 
внешней. 

Кроме того, из условий симметрии поля относительно оси х 
следует: 

φ(θ) = φ(–θ).                                         (4.6) 
Используя метод разделения переменных, легко убедиться в 

том, что потенциал является периодической функцией θ и может 
быть представлен рядом Фурье, который в соответствии с (4.6) 
содержит только четные функции. Выражение для потенциала в 
рассматриваемом случае имеет вид  

θ+θ=ϕ − coscos 2BrAr , 
где А и В – постоянные. 

Записывая решения уравнения Лапласа (4.1) для внутренней и 
внешней областей в виде рядов Фурье и учитывая граничные условия 
(4.2)–(4.5), можно получить: 

ēθ 
ēr 

Ē0r 

Ē0θ 

Ē0 
r 

θ 

a 

ε2 ε1 

  

z 

Ē0 

2 1 
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θ⋅⋅
ε+ε

ε
−=ϕ cos

2
3

21

2
01 rE ,                             (4.7) 

θ⋅
ε+ε
ε−ε

+θ⋅⋅−=ϕ cos
2

cos 2

3

21

21
002 r

aErE .                 (4.8) 

Учитывая, что r·сos θ = z, получаем, что напряженность 
электрического поля внутри шара имеет только горизонтальную 
составляющую и постоянно, то есть E1 = const при r ≤ a. 

21

2
0

1
11 2

3
ε+ε

ε
=

∂
ϕ∂

−== E
x

EE z .                             (4.9) 

По распределению потенциала определяем напряженность поля 
E grad= − ϕ  по двум составляющим E2r и E2θ. 

θ







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

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2

21
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E r ,             (4.10) 
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
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
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
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






ε+ε
ε−ε

+−=
θ∂
ϕ∂

−=θ sin
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11 3

21

21
0

2
2 r

aE
r

E .             (4.11) 

Полученный результат объясняет, почему внутри инородных 
включений внутри диэлектрика, имеющих меньшую 
диэлектрическую проницаемость, напряженность поля может заметно 
возрастать. Это способствует развитию пробоя и повреждению 
изоляции из-за разряда, начинающегося внутри включения. Так, в 
пределе при ε2>>ε1 напряженность поля внутри пузырькового 
включения утраивается. При ε2<<ε1 напряженность утраивается по 
сравнению с E0 с внешней стороны шара в точках 1 и 2, называемых 
полюсами (r = a, θ = 0; r = a, θ = π). Крайний случай ε1→∞ 
соответствует проводящему шару в диэлектрической среде; такой 
случай рассмотрен отдельно в п. 4.2.3. 

Такое искажение поля можно объяснить возникновением 
связанных зарядов на поверхности шара. Плотность связанных 
зарядов определяется разностью радиальных составляющих векторов 
поляризации 

σсвяз = P1r – P2r, 
где P = ε0(ε – 1)E, ε0 = 8,86·10–12 Ф/м. 
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4.2.2. Аналогичные задачи. Полученное решение задачи может 
быть применено для расчета поля ферромагнитного шара в 
однородном магнитном поле 0H . Для этого в выражениях (4.7)–(4.11) 
следует заменить ε на µ, E на H, а ϕ считать скалярным магнитным 
потенциалом ϕм.  

Решение для скалярного магнитного потенциала будет иметь 
следующий вид: 

θ⋅⋅
µ+µ

µ
−=ϕ cos

2
3

21

2
0м1 rH , 

θ⋅
µ+µ
µ−µ

+θ⋅⋅−=ϕ cos
2

cos 2

3

21

21
00м2 r

aHrH , 

где µ1 – относительная магнитная проницаемость шара,  
µ2 – относительная магнитная проницаемость внешней среды. 

Напряженности магнитного поля внутри и вне шара запишутся 
следующим образом: 
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При решении задачи расчета поля проводящего шара в 
однородном внешнем поле Ē0 в проводящей среде, в формулах (4.7)–
(4.11) достаточно заменить ε на γ. Решение для потенциалов и 
напряженностей электрического поля растекания токов будет иметь 
следующий вид: 
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−=ϕ cos
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3
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 γ − γ
= + ⋅ θ γ + γ 

, 

3
1 2

2 0 3
1 2

1 sin
2

aE E .
rα

 γ − γ
= − + θ γ + γ 

 

где γ1 – проводимость шара, γ2 – проводимость среды. 
 
4.2.3. Проводящий шар в однородном внешнем поле в 

диэлектрике. В однородное внешнее поле с напряженностью Ē0 
вносится проводящий шар. Диэлектрическая проницаемость внешней 
среды ε. Требуется найти результирующее поле внутри и вне шара. 
Центр шара с радиусом a совмещаем с началом сферической системы 
координат, направив ось z по направлению внешнего поля Ē0 
(рис. 4.2). В этом случае поле также будет плоскомеридианным, то 
есть оно зависит только от координат r (радиус) и θ (широтный угол) 
и не зависит от координаты α (меридианный угол).  

 

 
Рис. 4.2. Проводящий шар в однородном внешнем поле 

 
Распределение потенциала будет определяться решением 

уравнения Лапласа (4.1), которое также можно получить в 
аналитическом виде на основе метода разделения переменных. 
Отличие от решения для диэлектрического шара заключается в 
несколько иных граничных условиях. 
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При решении уравнения (4.1) используются следующие 
граничные условия. 
1. Решение в особых точках: 

– внутри шара при r  < a,    φ1 = 0,                                          (4.12) 
так как проводящее тело в условиях электростатики сохраняет 
неизменным свой потенциал; 

– при r = ∞, Ē = Ē0,  или φ2 = – E0 r сosθ.                               (4.13) 
2. На границе раздела двух сред «проводник-диэлектрик»: 

– φ1 = φ2 = 0;                                                                            (4.14) 
– D2r = σсвоб,                                                                             (4.15) 

то есть касательные составляющие векторов напряженности E  и 

электрической индукции D  отсутствуют. 
В выражениях (4.24)–(4.27) индекс 1 соответствует внутренней 

области, индекс 2 – внешней. 
Записывая решения уравнения Лапласа (4.1) для внешней 

области в виде ряда Фурье и учитывая граничные условия (4.12)–
(4.15), получаем: 

φ1 = 0, 

θ+θ⋅⋅−=ϕ coscos
2

3

002 r
aErE .                         (4.16) 

По распределению потенциала определяем напряженность поля 
ϕ−= gradE  по двум составляющим E2r и E2θ. 

1
1 1 0;zE E
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∂ϕ

= = − =
∂

                                 (4.17) 
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 ∂  = − = − + θ   ∂θ 

ϕ

 
                 (4.19) 

Проанализировав выражения (4.17)–(4.19), получаем, что 
искажение поля во внешней области будет наибольшим вблизи шара, 
в точках 1 и 2 (см. рис. 4.2), называемых полюсами, где 
напряженность поля Ē в диэлектрике возрастает в 3 раза по 
сравнению с Ē0. Полученный результат объясняет, почему при 
помещении проводника внутрь диэлектрика около него развивается 
пробой и повреждается изоляция.  
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Искажение поля можно объяснить возникновением свободных 
зарядов на поверхности шара. Плотность свободных зарядов 
определяется радиальной составляющей вектора электрической 
индукции  

σсвоб = D2r = εε0E2r. 
 
4.2.4. Построение эквипотенциалей и силовых линий внутри 

и вне шара по известным уравнениям. Чтобы получить картину 
поля, нужно построить семейство эквипотенциальных и силовых 
линий. Эквипотенциали строятся по уравнениям (4.7), (4.8) через 
равные приращения Δφ. Поскольку потенциал φ определяется двумя 
координатами r и θ, то построение эквипотенциали следует вести 
следующим образом. Задавшись потенциалом φ1, в выражение (4.7) 
подставляют конкретные значения координаты r1 и определяют 
вторую  координату θ1. Затем задают r2 > r1 и аналогично определяют 
θ2, и так далее до достижения r = a. При r > a используют выражения 
(4.8) и продолжают вести эквипотенциаль во внешней области таким 
же образом. 

Силовые линии проводятся через равные приращения потока 
∆ΨE. Следует отметить, что программы моделирования поля на ЭВМ, 
как правило, не строят силовые линии, ограничиваясь построением 
векторов напряженности поля в узлах сетки. 

Уравнение силовой линии в общем случае (рис. 4.3) имеет вид: 

 0,E dl  = 
 

 

где dl


 – элемент силовой линии. 
Данное уравнение можно представить в виде: 

r

dr rd .
E Eθ

θ
=                                            (4.20) 

Для внутренней области поле однородно и направлено по оси z 
(4.10), для внешней области после подстановки (4.10) и (4.11) в (4.20) 
и интегрирования получаем параметрическое уравнение силовой 
линии: 
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где С – постоянная интегрирования, определяемая положением точки 
(r, θ), через которую проводится силовая линия. 

 

 
Рис. 4.3. Силовая линия электрического поля 

 
Во внутренней области проводящего шара поле имеет нулевую 

напряженность, силовые линии будут заканчиваться на свободных 
зарядах на поверхности цилиндра. 
 

4.3. Описание моделируемой системы 
 
В данной работе исследуется поле вблизи шара, помещенного в 

однородное внешнее поле. Такая задача имеет аналитическое 
решение, которое в работе сравнивается с численным решением, 
полученным в программном комплексе ELCUT. Рассматриваются два 
варианта шара – диэлектрический и проводящий (см. рис. 4.1 и 4.2). 

 
4.4. Подготовка к работе 

 
1. Нарисуйте в масштабе поперечное сечение исследуемой 

системы в соответствии с рис. 4.1.  
2. Запишите уравнение для расчета потенциала 

электростатического поля в сферической системе координат и 
граничные условия. 

3. Запишите решение уравнения для потенциала и 
напряженности электростатического поля внутри и вне 
диэлектрического шара в сферической системе координат. 

4. Запишите выражение для плотности связанных зарядов на 
поверхности диэлектрического шара. 

Силовая линия 

dl 

dr 

E 

Eθ 

Er 

  

rdθ 
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5. Запишите решение уравнения для потенциала и 
напряженности электростатического поля вне проводящего шара в 
сферической системе координат. 

6. Запишите выражение для плотности свободных зарядов на 
поверхности проводящего шара. 

 
4.5. Рабочее задание 

 
Диэлектрический шар в однородном внешнем поле 

1. В программном комплексе ELCUT c помощью раздела 
«Создание задачи» создайте задачу типа «электростатическое поле», 
класс модели – «осесимметричная», координаты – «полярные» 
(аналогично рис. 2.3). 

2. Добавьте фигуру – полуокружность с центром в точке 
(0, 0) и радиусом 1 м. 

3. Добавьте фигуру – прямоугольник с центром нижнего ребра 
в точке (0, 0), шириной 5 м, высотой 2,5 м (аналогично рис. 1.4). 

4. Постройте сетку во всех областях (аналогично рис. 1.7). 
5. С помощью вкладки «Физические свойства» создайте 

метки блоков «шар» и «диэлектрик». Установите свойства меток 
блоков: диэлектрические проницаемости ε1 = 5 и ε2 = 10 
соответственно (рис. 4.4). 

6. Выделите полуокружность и присвойте ей метку блока 
«шар». Прямоугольной фигуре присвойте метку блока «диэлектрик». 

7. Создайте метки ребер «левый» и «правый», установите 
потенциалы 500 В и –500 В соответственно (аналогично рис. 3.5). Так 
задается напряженность внешнего поля E0,  

(500–(–500)) В / 5 м = 1000 В / 5 м = 200 В/м. 
8. Выделите левое ребро прямоугольника, присвойте метку 

«левый», для правого – «правый». На этих ребрах получаются 
граничные условия первого рода, а на верхнем и нижнем – второго 
рода (по умолчанию). 

9. Получите решение задачи для ε1 < ε2 (цветная карта – 
диэлектрическая проницаемость).  

10. Во вкладке «Свойства картины поля» выберите количество 
эквипотенциалей и силовых линий (изменяя масштаб и шаг сетки); 
выберите вариант цветной карты «Прочие величины» → 
«Проницаемость». Пример показан на рис. 4.5. 
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11. Получите решение задачи для ε1 > ε2. Пример показан на 
рис. 4.6. 

12. Сравните полученные решения, сделайте вывод о влиянии 
соотношения диэлектрических проницаемостей на картину поля. 

13. Распечатайте на отдельных листах картины поля для ε1 < ε2 
и ε1 > ε2.  

14. Начертите силовые линии перпендикулярно 
эквипотенциалям. 

15. Нажмите кнопку «Добавить к контуру» и выберите 
«Половина круга (180°)». Нарисуйте окружность из двух 
полуокружностей снаружи шара в непосредственной близости от 
него. 

16. Нажмите кнопку «График» для вывода распределения 
напряженности вдоль контура окружности. Щелкните на вкладке 
«Напряженность» и отметьте нормальную и тангенциальную 
оставляющие напряженности Et и En. Найдите точку с максимальной 
напряженностью. 

17. Определите координаты найденной точки с максимальной 
напряженностью. Пользуясь формулами (4.10), (4.11), определите 
напряженность поля в данной точке. Сравните результаты 
аналитического и численного расчета. 

18.  Примите внешнюю среду за воздух, то есть установите 
ε2 = 1, величину ε1 установите от 2 до 4. Получите картину поля 
аналогично рис. 4.6 и распечатайте на отдельных листах в 
3 экземплярах. На одном листе начертите линии вектора 

электрической индукции D , на другом – линии вектора 

напряженности E , на третьем – линии вектора поляризации iP . 
Покажите связь векторов 

iii PED +ε= 0 . 
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Рис. 4.5. Картина поля диэлектрического шара с эквипотенциалями  
и векторами напряженности для ε1 < ε2 

 

 
Рис. 4.6. Картина поля диэлектрического шара с эквипотенциалями  

и векторами напряженности для ε1 > ε2 
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19. Через точку r = a/2, θ = π/4 для внутренней области 
рассчитайте и проведите на распечатке, полученной в шаге 13, 
эквипотенциаль внутри шара и продолжите ее вне шара, используя 
формулы (4.7) и (4.8). 

20. Для той же точки рассчитайте постоянную С по формуле 
(4.36) и проведите силовую линию внутри и вне шара. 

21. Сравните результаты аналитического и численного расчета 
поля, путем сравнения формы эквипотенциалей и силовых линий, 
полученных в шагах 13, 19, 20. 

22. Сделайте вывод об искажении поля в однородном 
диэлектрике при внесении в него диэлектрического шара. 

 
Проводящий шар в однородном внешнем поле 
23. Создайте новую задачу для расчета поля проводящего 

шара, повторив шаги 1–4. 
24. С помощью вкладки «Физические свойства» создайте 

метки блоков «шар» и «диэлектрик». Установите свойства метки 
блока «диэлектрик» ε = 5.  

25. Выделите полуокружность и присвойте ей метку блока 
«шар». Прямоугольной фигуре присвойте метку блока «диэлектрик». 

26. Повторите шаги 7–8 для задания напряженности внешнего 
поля. 

27. Для расчета электростатического поля проводящего шара 
создайте метку ребер «шар» и установите в свойствах – 
изолированный проводник (рис 3.7). Присвойте полуокружности 
метку «шар». 

28. Проведите расчет. Выведите эквипотенциали, векторы 
напряженности E, цветную карту напряженности поля. Пример 
показан на рис. 4.8.  
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Рис. 4.8. Картина поля проводящего шара с эквипотенциалями  

и векторами напряженности 
 

29. Распечатайте на отдельном листе полученную картину 
поля. Начертите силовые линии перпендикулярно эквипотенциалям. 

30. Нажмите кнопку «Добавить к контуру» и выберите 
«Половина круга (180°)». Нарисуйте окружность из двух 
полуокружностей снаружи шара в непосредственной близости от 
него. 

31. Нажмите кнопку «График» для вывода распределения 
напряженности вдоль контура окружности. Щелкните на вкладке 
«Напряженность» и отметьте нормальную и тангенциальную 
оставляющие напряженности Et и En. Найдите точку с максимальной 
напряженностью. 

32. Определите координаты найденной точки с максимальной 
напряженностью. Пользуясь формулами (4.18)–(4.19), определите 
напряженность поля в данной точке. Сравните результаты 
аналитического и численного расчета. 

33. Через точку r = 3a/2, θ = π/4 для внешней области 
рассчитайте и проведите на распечатке, полученной в шаге 29, 
эквипотенциаль снаружи шара, используя формулу (4.16). 

34. Для той же точки рассчитайте постоянную С по формуле 
(4.21) и проведите силовую линию. 
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35. Сравните результаты аналитического и численного расчета 
поля. 

36. Сделайте вывод об искажении поля в однородном 
диэлектрике при внесении в него проводящего шара. 
 

Контрольные вопросы 
 
1. Что происходит, если шар из диэлектрика внести во 

внешнее равномерное поле с напряженностью E0 ([1], гл. 24.19; [2], 
§ 19.41)? 

2. При каком соотношении диэлектрических проницаемостей 
внутри и вне шара (ε1 > ε2 или ε1 < ε2) силовые линии вектора D
внутри шара гуще, чем вне его ([1], гл. 24.19; [2], § 19.41)? 

3. Чему равна напряженность, созданная внутри шара 
связанными зарядами ([1], гл. 24.19; [2], § 19.41)? 

4. Во сколько раз возрастает напряженность электрического 
поля на полюсах (r = a, θ = 0, θ = π) шара ([1], гл. 24.19; [2], § 19.41)? 

5. Какие граничные условия используются при решении 
уравнения Лапласа на границах двух диэлектрических сред ([1], 
гл. 24.19; [2], § 19.41)? 

6. Какие граничные условия нужно рассматривать на границе 
двух магнитных сред ([1], гл. 27.20; [2], § 21.23)? 

7. При каких условиях при внесении шара во внешнее поле 
оно остается невозмущенным ([1], гл. 24.19; [2], § 19.41)? 

8. Под каким углом заканчиваются силовые линии на 
проводящем шаре? Объясните, почему ([1], гл. 24.22; [2], § 19.40). 

9. Выведите параметрическое уравнение силовой линии ([2], 
§ 19.5). 

10. Чем объясняется возникновение возмущения поля вокруг 
шара ([1], гл. 24.19; [2], § 19.41)? 

11. Чему равна плотность свободных зарядов на поверхности 
проводящего шара ([1], гл. 24.22; [2], § 19.40)? 
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Лабораторно-практическая работа № 5 
 

ПОВЕРХНОСТНЫЙ ЭФФЕКТ В ШИНЕ, ПОМЕЩЕННОЙ  
В ПАЗ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ МАШИНЫ 

 
5.1. Цель и задачи занятия 

 
Цель: изучить явления поверхностного эффекта на примере 

распределения напряженности электрического и магнитного поля по 
высоте проводника, находящегося в пазу электрической машины.  

Задачи: в результате выполнения работы студенты должны: 
– знать методы анализа переменного электромагнитного поля; 
– знать теоретические и практические аспекты явления 

поверхностного эффекта;  
– уметь оценивать вид распределения напряженности поля по 

глубине проводника; 
– уметь рассчитывать глубину проникновения 

электромагнитной волны. 
 

5.2. Краткие теоретические сведения 
 
5.2.1. Поверхностный эффект в проводнике, помещенном в 

паз электрической машины. Поверхностный эффект появляется при 
протекании переменного тока по проводнику и заключается в 
снижении плотности тока, а значит, и напряженности электрического 
и магнитного поля вглубь проводника от его поверхности. Широко 
распространенный практический случай рассмотрения 
поверхностного эффекта в шине (проводнике прямоугольного 
сечения), помещенной в паз электрической машины, имеет 
аналитическое решение. 

При протекании тока по проводнику силовые линии магнитного 
поля проходят поперек него, частично по электротехнической стали 
паза, частично по проводнику и изоляции, размещенным в пазу. 
Можно считать, что магнитная проницаемость стали много больше 
магнитной проницаемости проводника (µr = 1). При этом магнитные 
силовые линии из стали в паз выходят под прямым углом к боковой 
поверхности паза. При малой ширине паза и при небольшой толщине 
изоляции (по сравнению с толщиной проводника) можно считать, что 
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во всех точках внутри проводника, не считая его концов, вектор 
магнитной индукции имеет только y-составляющую (рис. 5.1). Вектор 
плотности тока направлен в отрицательном направлении оси x. 

В работе исследуются системы с одним и двумя проводниками в 
пазу (рис. 5.1 и 5.2). 

b

z
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b
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z
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  
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h

h
h

Δ
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0
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Рис. 5.1. Один проводник в пазу                 Рис. 5.2. Два проводника в пазу 

  
5.2.2. Случай одного проводника. Из решения уравнения 

Гельмгольца [1, 5] 


 HH 22

 

находится распределение магнитного поля по глубине проводника в 
виде  

zz

y eAeAHH
  21

 . 

Постоянные интегрирования 1A  и 2A  определяются из 
следующих граничных условий: 

при z = 0 напряженность 00 H ; 

при z = h напряженность b

I
H






1 ,                                          (5.1) 

где I– ток в шине; b – ширина шины. Зазором между шиной и пазом 
пренебрегаем. Решение получается в виде: 
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( ) )(ch
)(sh  )(sh  2

   z
hb

I
ee

hb
I

EE zz
x γ

γσ

γ
−=+

γ

ξ
−== γ−γ



 ,      (5.2) 

( ) )(sh
)(sh )(sh  2

  z
hb

Iee
hb

IHH zz
y γ

γ
=−

γ
== γ−γ 

 ,      (5.3) 

где σ  – удельная электропроводность проводника, γ  – постоянная 
распространения волны, ξ – волновое сопротивление: 

.,0 σγ=ξµωσµ=γ rj                                    (5.4) 

Выражения (5.2) и (5.3) показывают, что в проводнике 
существует как падающая волна (первое слагаемое), так и отраженная 
(второе слагаемое), распространяющиеся соответственно в 
отрицательном и положительном направлении оси z. 

Если глубина паза h существенно больше глубины 
проникновения электромагнитной волны в проводнике, 
заполняющим паз, то отраженной волной можно пренебречь, и 
формулы (5.2) и (5.3) примут более простой вид 

( )zh
x e

b
I

E −γ−ξ
−=   

 ,    
( )zh

y e
b
I H −γ−=  

 .                     (5.5) 

Обозначим b
IH


=
•

1  – напряженность магнитного поля на 

поверхности шины (при z = h), а 11 HE  ξ=  – напряженность 
электрического поля на поверхности шины, тогда формула (5.5) 
запишется в следующем виде: 

( ) 
1 ,h z

xE E e−γ −= −       ( ) 
1

h z
yH H e .−γ −=                       (5.6) 

Плотность тока пропорциональна напряженности 
электрического поля x xEδ = σ  , а индукция – напряженности 

магнитного поля 0y r yB H= µ µ  . 
Постоянная распространения волны γ = α + jβ – комплексное 

число, действительная часть которого α называется коэффициентом 
затухания, а мнимая β – коэффициентом фазы (в радианах). 
Коэффициент затухания определяет глубину проникновения волны  
z0 – расстояние, на котором модуль напряженности поля уменьшается 
в e раз.  



77 

Как следует из уравнений (5.6), глубина проникновения обратно 
пропорциональна коэффициенту затухания 

z0 = 1/α.      (5.7) 

Глубина проникновения – основная величина, характеризующая 
поверхностный эффект в выбранном материале и на заданной 
частоте. Анализ уравнений (5.4) и (5.7) показывает, что глубина 
проникновения снижается с ростом частоты, удельной 
электропроводности и относительной магнитной проницаемости 
материала проводника. 

Распространяясь вглубь проводника, волна затухает в нем, так 
как по пути распространения часть электромагнитной энергии 
переходит в тепловую. 

Неравномерность распределения плотности тока по глубине 
проводника приводит к увеличению его сопротивления по сравнению 
с сопротивлением постоянному току. 

Комплексное сопротивление проводника на переменном токе 
можно определить с помощью теоремы Пойнтинга в комплексной 
форме. Для этого подсчитаем комплексную мощность S

~
, равную 

потоку вектора Пойнтинга П


 через верхнюю открытую поверхность 
проводника, затем разделим на квадрат тока, протекающего по 
проводнику, и получим комплексное сопротивление проводника на 
единицу длины. 

Действительно, 

XjIRIjQPsdHES
S

22][
~  






, 

отсюда             sdHE
I

jXRZ
S








 ][
1

2
. 

Поток вектора П


 отличен от нуля только на открытой части 
паза  lb , т.е. при z = h . Тогда 

 ))((
~

пов

 

  IUbHlEblHEdsHEdsПS
yxyxY

S
X

S
Z

. (5.12) 

Последнее выражение показывает, что комплексная мощность, 
выделяющаяся в проводнике, определяется произведением комплекса 
напряжения на поверхности ( повU ) на комплексно сопряженное 

значение тока (

I ). 
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Выражение для определения комплексного сопротивления 
проводника определяется следующим образом: 

( )
)(cth= ~~

1

1
2

1
2 h

b
l

bH
lE

bH
S

I
SjXRZ γ

ξ−
===+=− 



,       (5.13) 

где l – длина проводника; b – толщина проводника; R – активное 
сопротивление проводника в пазу; X – индуктивное сопротивление, 
обусловленное внутренним магнитным потоком в проводнике. 

Данные формулы справедливы при условии, что толщина 
проводника мало отличается от ширины паза. 

 
5.2.3. Случай двух проводников. В действительности в пазах 

электрических машин расположен не один проводник. В этом случае 
соседние проводники оказывают влияние на распределение 
плотности тока в рассматриваемом проводнике из-за эффекта 
близости. Рассмотрим случай двух проводников (рис. 5.2). 

Для нижнего проводника граничные условия остаются такими 
же, как и в случае одного проводника в пазу (на нижней его грани 

0=H , на верхней грани при ,  Iz h H b= =  ), поэтому распределение 

магнитного поля в нем будет таким же, как и в случае с одним 
проводником. 

Для верхнего проводника граничные условия следующие: 

при z = h   b
IH 

 = , 

z=2 h  b
IH 

 2= .                                           (5.14) 
Решение уравнения Гельмгольца будем искать в виде: 

))((sh))2((sh 21 hzAzhAHH y −γ+−γ== 





,                (5.15) 

тогда при z h= , предполагая, что зазор Δ << h (рис 5.2), получим 

) (sh1 hAbI γ= , 

и при z = 2h 

) (sh2 2 hAbI γ= . 
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Отсюда находим постоянные 1A  и 2A  

2)(sh
1 2

1
A

hb
IA =

γ
=


. 

Далее получается решение для напряженности магнитного поля: 

sh( (2 )) 2sh ( ( ))
sh (  )y

IH H h z z h .
b h

 = = γ − + γ − γ



       (5.16) 

Из первого уравнения Максвелла по известной напряженности 
магнитного поля находим напряженность электрического поля: 

1 ch ( (2 )) 2ch ( ( ))
sh

y
x

IdH
E E h z z h .

dz b ( h )
γ

 = = − = γ − − γ − σ σ γ



   (5.17) 

Полученные выражения используются при сравнении 
аналитического решения с численным решением, полученным 
программным комплексом ELCUT. 

 
5.3. Описание моделируемой системы 

 
Рассчитывается распределение напряженности магнитного поля 

переменного тока по высоте проводника, находящегося в пазу 
электрической машины. Далее по значениям волнового 
сопротивления и удельной электропроводности можно рассчитать 
распределение напряженности электрического поля и плотности тока 
по высоте проводника. Проводится сравнение графиков затухания 
напряженности поля при варьировании тока проводника, частоты 
тока и материала проводника. По индивидуальному заданию 
преподавателя проводится моделирование с двумя проводниками. 
Результаты численного моделирования сопоставляются с известным 
аналитическим решением. По результатам работы рассчитывается 
глубина проникновения и формулируются рекомендации по 
определению рационального сечения проводов с учетом 
поверхностного эффекта. 
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5.4. Подготовка к работе 
 

1. Подсчитайте волновое сопротивление, активное и 
реактивное сопротивления медного проводника в пазу (l = 100 см, 
b = 1 см) на частоте 50 Гц по формулам (5.6) и (5.13). 

2. По формуле (5.8) рассчитайте 5 значений модуля 
напряженности магнитного поля H по глубине паза (h = 10 см, 
b = 1 см) на частоте 50 Гц в медном проводнике при токе  
I = 60 A. Постройте график. 

3. Рассчитайте глубины проникновения электромагнитной 
волны для медного и алюминиевого проводника на частотах  
1000, 50 и 0,1 Гц.  

4. При расчетах принять удельную электропроводность меди и 
алюминия σм = 5,7⋅107 См/м и σа = 3,6⋅107 См/м соответственно. 

 
5.5. Рабочее задание 

 
1. Создайте в ELCUT задачу расчета магнитного поля 

переменных токов, модель плоская, координаты декартовы, частота 
50 Гц, единицы длины – сантиметры (аналогично рис. 2.3).  

2. Начертите прямоугольный паз: нажмите кнопку «Добавить 
фигуру» – прямоугольник с центром нижнего ребра в точке (0, 0), 
шириной 1 см, высотой 10 см, как показано на рис. 5.3. 

3. Создайте прямоугольную расчетную область: нажмите 
кнопку «Добавить фигуру» – прямоугольник с центром нижнего 
ребра в точке (0, 0), шириной 9 см, высотой 14 см, координатой  
y = –4, как показано на рис. 5.3. 

4. Создайте метки блоков «паз» и «проводник». 
5. Для метки блока «паз» установите относительную 

магнитную проницаемость 500, электропроводность 0, источники 
поля – нулевые (рис. 5.4). 

6. Для метки блока «проводник» задайте относительную 
магнитную проницаемость 1, электропроводность 5,7·107 См/м 
(медь). Источник поля – полный ток проводника 60 А (амплитудное 
значение), начальная фаза 0 (см. рис. 5.4). 

7. Соответствующим частям расчетной области задайте метки 
блоков – «паз» и «проводник».  
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8. Далее задаются граничные условия. 
9. Создайте метку ребра «A = 0» для всего периметра 

системы – магнитный потенциал равен нулю, начальная фаза тоже 
нуль (рис. 5.5). 

10. Создайте метку ребра «сталь» для ребра проводника, 
прилегающего к пазу – за исключением верхнего ребра, где действует 
метка «А = 0». Для метки «сталь» устанавливаем равенство нулю 
касательных составляющих вектора H (рис. 5.6). 

11. Постройте сетку во всей области созданных фигур. 
12. Нажмите кнопку «Решить задачу» и получите силовые 

линии магнитного поля в момент времени ωt = 0 (рис. 5.7).  
13. Значение фазы можно изменять, а также можно посмотреть 

«кинофильм» изменения картины поля от времени. 
14. Нажмите на иконку «Калькулятор» и запустите мастер 

импеданса. Укажите там наш проводник. Определите его импеданс 
(комплексное сопротивление). 

15. Сравните полученное значение с результатом расчета  
в шаге 1 п. 5.4. 

16. Сравните полученный график с результатами расчета в 
шаге 2 п. 5.4. Сравните значения тока на верхней части проводника с 
граничными условиями (5.3).  

17. Распечатайте график и постройте касательную, как 
показано на рис. 5.8. Найдите графически глубину проникновения. 
Сравните со значением, полученным при расчете в шаге 3 п. 5.4. 

18. Переключитесь в режим таблицы, нажмите на иконку 
«Столбцы», настройте столбцы, выбрав L, y, плотность тока, 
индукцию, напряженность поля (рис. 5.9).  

19. Выделите все значения таблицы, удерживая кнопку «Shift». 
Скопируйте таблицу в Microsoft Excel через буфер обмена. 

20. Постройте в Excel график, приведенный на рис. 5.8. 
21. Щелкните правую кнопку мыши, выберите «Ввод линий 

контура» и введите линию от координат x = 0, y = 10 см до x = 0, 
y = 0 см вдоль проводника вниз. 

22. Нажмите иконку «График» для построения графика 
амплитудных значений напряженности магнитного поля (рис. 5.8).  
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23. Собирая расчетные таблицы в Microsoft Excel, повторите 
эксперимент (шаги 1, 6, 12, 14, 20–22) с медным проводником для 
токов 90 и 120 А, частот 1000 и 0,1 Гц.  

24. Повторите эксперимент для алюминиевого проводника, 
тока 60 А и частоты 50 Гц. 

25. Постройте графики зависимости напряженности 
магнитного поля и плотности тока по глубине паза. 

26. Ток 90 и 120 А задается в свойствах метки блока 
«проводник», см. шаг 6. 

27. Частота 1000 и 0,1 Гц задается в свойствах задачи «паз-
задача магнитного поля переменных токов». 

28. Материал проводника – алюминий задается значением 
удельной электропроводности (см. шаг 4 п. 5.4) в свойствах метки 
блока «проводник», см. шаг 6. 

29. Результаты экспериментов занесите в табл. 5.1. 
Таблица 5.1 

Материал 
провод-

ника 

Частота, 
Гц 

Ток, 
А 

Расчетная 
величина 

Анали-
тический 

расчет 

Расчет 
ELCUT 

Относи-
тельная 
погреш-
ность,% 

Медь 
50 

60 

Глубина 
проникновения 

z0, см 
   

Импеданс Z, Ом     
Напряженность 

поля H1, А/м    

90 

Глубина 
проникновения 

z0, см 

   
120    

1000 
60 

   
0,1    

Алюминий 50    
 
30. По указанию преподавателя выполните эксперимент с 

двумя проводниками в пазу. 
31. Сделайте выводы о влиянии действующего значения тока, 

его частоты, материала проводника на поверхностный эффект, а 
именно на глубину проникновения и комплексное сопротивление 
проводника. 
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Контрольные вопросы 
 

1. Запишите уравнения Максвелла для переменного 
электромагнитного поля для мгновенных значений и в комплексной 
форме ([1], гл. 30.1, 30.7; [2], гл. 22). 

2. При какой частоте ω плотности токов проводимости и 
смещения соизмеримы в среде с удельной электропроводностью γ и 
относительной диэлектрической проницаемостью ε ([2], § 22.8)? 

3. Выведите закон распределения напряженности магнитного 
поля по высоте проводника, находящегося в пазу электрической 
машины ([2], § 23.7) 

4. Какие основные допущения были приняты при определении 
напряженности магнитного поля ([2], § 23.3)? 

5. Выведите закон распределения плотности тока по высоте 
проводника ([2], § 23.3, 23.7)? 

6. Что понимается под длиной плоской гармонической 
электромагнитной волны ([1], гл. 30.2; [2], § 23.2, 23.4)? 

7. Что понимается под глубиной проникновения плоской 
гармонической электромагнитной волны ([2], § 23.2, 23.4)? 

8. Чему равна фазовая скорость электромагнитной волны ([2], 
§ 23.3)? 

9. Как влияет изменение частоты электромагнитной волны на 
глубину проникновения ([2], § 23.4)? 

10. Как связано волновое сопротивление с напряженностью 
магнитного и электрического поля ([1], гл. 30.1, 30.4)? 

11. Начальная фаза напряженности магнитного поля в 
некоторой точке равна (ωt–kz+ψH). Определите начальную фазу 
напряженности электрического поля в этой же точке ([1], задачи к 
гл. 30.1). 

12. Во сколько раз изменится мгновенное значение 
напряженности электрического и магнитного поля при прохождении 
этой волной расстояния, равного длине волны ([1], задачи к гл. 30.1)? 

13. Как изменится пространственный угол между векторами  
E и H  при распространении плоской электромагнитной волны в 
однородной проводящей среде при изменении частоты ([1], задачи к 
гл. 30.1)? 



91 

14. Как изменится аргумент волнового сопротивления при 
распространении плоской электромагнитной волны в проводящей 
среде при изменении частоты ([1], задачи к гл. 30.1)? 

15. Как используется явление поверхностного эффекта в 
промышленности ([1], гл. 30.11, 30.12)? 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Лабораторный практикум предназначен для организации и 
проведения лабораторных работ для студентов, изучающих 
дисциплины, основанные на теории электромагнитного поля. 
В процессе выполнения лабораторных работ на ЭВМ с применением 
современного лицензированного программного комплекса ELCUT 
студенты учатся применять сеточные методы расчета электрического 
и магнитного поля, сравнивать результаты численного 
моделирования систем, имеющих также известное аналитическое 
решение, определять интегральные параметры распределенных 
систем – емкости, напряжения, токи. 

Приведено описание пяти лабораторных работ, посвященных 
исследованию электростатического, магнитостатического, 
стационарного поля, а также электромагнитного поля. Студентам 
предоставляется возможность изучить распределение поля в 
распространенных системах, включая коаксиальный кабель и паз 
электрической машины, познакомиться с расчетом поверхностного 
эффекта на переменном токе. 

В целом тематика данного лабораторного практикума 
охватывает основные разделы теории электромагнитного поля. 
Выполнение представленных лабораторных работ на ЭВМ дает 
возможность студентам получить навыки практического анализа 
электромагнитного поля с применением современного программного 
комплекса ELCUT.  
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